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Ueber die Reflexion und Brechung des Lichtes an der Grenze 
unkrystall inischer Medien. 
Von K,~i~L YoN DEn Mi)lll, r, in LEU, ZlG. 
Es soll in dem Nachfolgenden eine LSsung der Aufgabc versucht 
werden: 
Auf Grund der Undulations~heorie di  Gcsetzc, wonach ebene 
hichtwellen an der Grenze zweier vollkommen durchsichtiger unkry- 
stalliniseher Medien reflectirt und gebrochen werden, strong aus den 
Principien der Mecha~aik abzuleiten. 
Denken wit uns zwei homogene las~ische Medien, die ia irgend 
einer Fl~che aneinander ffrenzen, im Uebrigen unbegrenzt sind, und 
de~lken wit mis femer die kleinsten Theile, die Molectlte der beiden 
Medien in Schwingungen um ihre Gleichgewich/~lagen versetz~, so 
liefer~ die Anwendung der mechanischen Principien erstens filr jedos 
tier beiden Medien drei allgemeine Differentialgleichungen~ wolchen die 
Projec~ionen der Verr~ickung nach den Coordinatenaxen, die drei Ver- 
r~1ckungen ines Theilchens aus seiner nat~irlichen Gteichgewichtslage 
als Functionen des Orts und der Zei~ Geniige leis~en m~issen, und 
zweitens echs Grenzgleichungen zwischen den Werthen der Verriickungen 
and ihrer Differentialquotienten nach der Normale for die gemein- 
schaftAiche Grenzfliche der beiden Medien~ yon diesen sechs Grenz- 
gleichungen enthalten die drei erstern die Bedingung, dass die beiden 
Medien immer mit einander in Beriihrung stehen, dass also die Wer~he 
der Verrtickungen beim Durchgang dutch die Grenze keinea Sprung 
erleiden, mid die drei letztern die Bedingung, dass der moleculam 
Druck auf beiden Seiten der Grenzfliiche derselbe sei, dass also aue.h 
die Werthe der Moleculardruckcomponenten beim Durchgang dutch 
die Grenze keinen Sprung erleiden. 
Diesen sechs Grenzgleichungen kann in dem Falle, dass eine ebene 
transversale Welle auf die ebene Grenze der beiden Medien triift, nur 
dann strong Geniige geleistet werden, wenn eine reflectirte und eine 
gebrochene longitudinale Welle neben den transversalen angenommen 
wird; das Auftreten yon solchen longi~udinalon Wellen steht ~ber in 
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Widersptx~ch mi~ ~l,l~ durcb Beobacbfuug fbstgcstellfen Gesefzen der 
Lichterschein u gen. 
Es ist nun (l~,s Problem der Reflexi(m u~d Breclmj~g nut' Grtmd 
zweier verschiedeller Ammhmen' theoretisch behandcdt worden, zuerst 
yon Fresnel*)  auf Gruad der e~[en, uml si~iiCer , tl~Jgei~hr gleich- 
zeitig, yon F. E. Neumann**)  und Mac Cullagh***) auf Grund 
der andern Annahme; wegeu des N~hern verweise ie/t auf die Neu- 
mann'sche Abhaudlung. Beide ]}lerleittmgen haben das gemein, dass 
den sechs oben erw:~ihnten Grenzgleiehungen bless zum Theil Genfige 
geleistet wird, und (|ass zur Bestimmung tier ConstaJitexl eia allge- 
meines Princip, welches sich bei einer streug mechauischen Behand- 
lung des Problemes als Felge ergeben muss, zu I-]life genommen wird, 
dam Prineip der Erhaltmlg der lebendigen Kraft. Die Versehiedenheit 
der beielen Theorien beruht wesentlich darauf~ dass F resne l  die An- 
nahme mach~ die Dichtigkeir des Lichtiithers ia den versehiedenen 
durehsichtigen ~etlien verhalte sich tm~g(~kehr~ wie t|as Quadrat der 
Wellenl~age, dagegen sei die Elasticit~ des Licht'~thers iiberall dieselbe~ 
w~hrencl Neumann unel Mac Cu l lagh gerade umgekehr~ die Dieh- 
tigkeit des Lich~i~thers iiberall gleich uad seine Elasticit.~ verschieden 
an~ehmen. 
Die Beobachtung ha~ bis jeizt zu keiner Entscheidung zwischen 
den beiden Theoriet/ geft(hrt; ms hat sich vielmehr eine Uebereinstim- 
mung sowohl der Fresnel'schen~ als der Neumann'schen Formeln 
mit den beobaehteten Thatsachen ergeben~ sobald mit F resne l  an- 
genommen wird, dass die Schwingungen eines geradlinig polarisirten 
Strahls senkrecht auf die Polaxisationsebene g richtet sind, ocler mit 
Neumann,  dass sie in dieser Ebene sta~tfinden. Und zwar haben, 
je nachdem die eine oder die andere dieser Annahmen gema~ht wird~ 
die Beobachtungen die Fresnel'sc]~en oder die Ne~mann'sc]mn 
Formeln als jedenfalls a~gen~ihert riehtig erwiesen flit die folgenden 
GrSssen: Die geratl|inige Polarisatio~ und die Drehang der Polarisa- 
tionsebene dutch partiell% die elliptische Polarisation dureh totale 
Reflex/on. Es muss also jede Theori% we/the mit beobachte~en That- 
sachen nich~ in Widerspruch stehen sell, auf Formeln ftir die ge- 
nanncen Gl'~Sssen fiihren, welche mib den Fresnel 'schen oder mi~ den 
:N e u m an n'schen angeniihert fibereinstimmen. 
*) Mgmoire sur la loi des modifications que la r~fiexion imprime ~ la lumi~re 
pol~ris~e. Ann. de chim. et de phys, XLVI. 1831. -- Oeuvres completes d'Augustin 
Fresnel. No. XXX. T. I. p. 767, -- Lu ~ I'Ae. des sciences le 7 janvier 1823. 
**) Theoretisehe Un~ersuchung der Gese~ze, nach weIchen das Lich~ an der 
Grenze zweier vollkommen durchsichtigen Medien reflec~irt und gebrochen wit& 
Get. in ~er Ac. tier Wsch, am 7. Dec. 18~5. Abhdlg. der Bet|. Ac. veto Jahre 1835. 
***) Tr, Roy. Irish Acad., XVII, p~. II, XVI[I, pt. I, XXL 
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Sparer ha~ Cauchy*) eine Theorie der [(eflexion und Brechung 
des Lichtes strong aus mechanischen Principien abzuleiten versucht. 
Das Charalderistische dieser ~i'hcol'ic besicht in dell folgenden beiden 
Punkten : 
Die Bedingnng~ dass die-drei Componenten des molecularen Drucks 
auf beiden Seiten der Grenzc denselben Werth habcn, ist ersetzt durch 
die Bedingang~ dass eine solche G]eichheit bestehen s()ll f~ir die Diffe- 
rentialquotienten der drei Yerriiclcungcn nadl der Normale an die 
Grenze; zweitens soil in den beiden homogenen Aethcrnmdien das 
Quadrat tier For~pflanzungsgeschwindiglceit ffir longitudinale Welle,t 
eino negative GrSsse sein. 
Auf dieser Grundlage ist Cauchy zu Formeln fiir die Reflexion 
und Brechung gelangt, welchc mit de,, l!'resnel'schen i  vollstiindige 
Uebereinstimmung zu bringen si,,d, welche t'erner au('h s()lche Ab- 
weichungen yon diesen Formeh, erklih'c,, wic sic yon Jam in**) sit,d 
beobachtet worden. 
Doch isb die Darstellung, welche Cauchy vo~ seiner Theorie 
gegeben ha~, in mancher Hinsicht unvollst~indig and sehr wenig iiber- 
sichtlich; fortw'Xhrende Wiederholungen und Aenderungen in dem 
Gang der Entwickhmg m~tchen es namentlich schwcr, aus der grossen 
gahl yon Abhandhmgen diejenigen, welche wescntlich Ne(les enthalten, 
und aus denselben die Thcorie in ihrem gal~zen Zusamme,Jhange und 
in ihrer endgiltigen Form herauszufinden. Es haben daher diejenigen 
ein wesentliches u welche (lie C a u chy'sche Theorie vollstRndig 
auszuarbeiten u d in einfacher, ~ibersichtlicher Form d arzustellen unter- 
nommen haben, and zwar theilweise zu einer Zeit, wo yon Cauchy 
nut die Endformelrt mit ei~igeJ~ Andeutlmgen ~iber den Gang seiner 
En~wicklung verSffentlicht waren ; under diesen Nacb f~lgern yon C a u c h y 
sind besonders zu nennen A. yon Ett inghausen***),  Beert),  
E i sen lohr '~t ) ,  B rio t-~'t). 
Dieselben haben jedoch ihr Augenmerk mehr darauf gerichtet, die 
Theorie aus den angenommenen Grenzgleichangen, den sogenannten 
Continuit~tsbedingungen, zu twickehl, als die Annahnm dieser Grenz- 
*) Siehe bes.: Ex. d'an~lyse etdo phys. math., Tome I. 1840. p. 133 nnd 
21~. -- Mdm. de l'Inst., section de rAc. des sc., T. XXI[, 1850, p. 17. - -  Ferner 
die betreffendea Abhdlg. in den Comptes Rendus des sd~nces de rA~. deB Sr 
J~thrgRnge 1839, 40, 49 und 50. 
**) Ar,n. de chim. eL de phys., II[ s., t. 29, 30 und 31. 
***) Pogg. Ann. L. 1840. -- Sitzber. dcr Wiener hc. d. Wsch, B.'XVIII, 1855. 
j-) Pogg. Ann. XCI. XCIL 185~. 
it) Pogg. Ann. CIV. 1858. 
ttt) Comp~es Readus LXI[I. Liouv. Journ. XI. 1866. 
gleiehungen zu begrtinden. Dieser le~ztere Pank~ ist aber der ent- 
scheidende und bedarf ehier eingehendern Discussion. 
Der Weg, den Cauchy ul~d seine Naehfolger gegangen sind~ ist 
im Wesentlichen der folgende: 
Es wird ein a11mihliger, stetiger Uebergang yon dem einen Medium 
zam andern angenommen i Bezug auf Dichtigkeit und Elasticiti~, 
und zwar sell dieser Uebergal~g innerhalb einer Schicht sfattfinden, 
welche die beiden homogenen Mediea yon einander trennt; die Dicke 
dieser Uebergangssehieht wird schiiesslich sehr klein im Vergleieh zu 
einer Wellenl~inge gesetzt. Dann werden durch Betrachtung der Wir- 
kungen, welche die einzelnen Aethermolecfi[e auf einander ausfiben~ 
allgemeJne Differentialgleichungen fSr die sehr kleinen Schwingungen 
dieser Aethermo]eciite abge]eitet; die so erha]tenen drei Gleichungen 
s~nd linear und homogen in Bezug auf die Differentialqnotienten der
drei Verdickungen ach dem OrS und nach der Zeit und bestimmen 
bei Weglassung yon Gliedern }iSherer 0rdnnng, was far die bier an- 
znstellende Betraehtung ohne Bedeutung ist, die zweiten Differential- 
quo~ienten der Verdickungen ach der Zeit als Summen der Produkte 
yon gewissen Coefficienbn i  die zweiten und in die ersten Differentia.l- 
qnotienbn der Verri~ekungen ach dem Or~. Die ~ben erwihnten 
Coefficienten sind in dem allgemeinen Falle eines nieht homogenen 
Mediums Funegonen des Otis; sie sind gegeben in der Form yon 
Summen, welche auszudehnen siud tiber alle Moleeiile, die auf ein an 
einem beatimmten erie befindlickes Molectil eine Wirkung aust~ben~ 
undes hangen die GrSssen u~_ter den Summenzeiehen ab yon der 
Eraft, welche zwei Moleciile in einer bestimmten Entfernung anfein- 
under ausfiben~ und yon der Lage tier Molecfile im na~firlichen Gleieh- 
gewiehtszus~and. Und zwar sind ffir die Coefficienten der zweiten 
Differentialquotienten nach dem Ort die GrSssen unter den Summen- 
zeJchen proportional einem Ausdruck zweibn oder vierten Grades in 
Bezug auf die rech~winkligen Coordinaten, welehe die Lage der Moleeiile 
gegen einander bestimmen, dagegen ffir die Coefficienbn der ersten 
Differentialquotienbn die GrSssen unter den Summenzeichen propor- 
tional einem Ausdruck dritten Grades. Fiir ein homogenes Medium 
sind s{immtliche Coefficienten constant, und fiir ein homogenes un- 
kiTstalIinisehes Medium mfissen alle Summen verschwinden~ we die 
GrSsse unter dem Summenzeiehen proportionM einer uugeraden Potenz 
einer der rela~iven Coordinaten is~. Somit fallen aus den Differential- . 
gleichungen ffir ein homogenes unkrystallinisches Medium die ersba 
Differentialquo~ienten der Yerdickungen weg; es reduciren sich ferner 
die Coefficienten der zweiten Differentialquotienten auf zwei. Diese 
seiea h und k~ and zwar bezeichne h d~e Summe mit dem Ausdruck 
zweiten Grades in Bezug auf die relativea Coordinabn und k die 
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Summe mi~ dem Ausdruek vierten Grades. Es ergiebt sich dann k 
als das Quadrat der Fortpflanzungsgeschwindigkeit i'[ir die ebenen trans- 
versalen Wellen, welche sich in dem homogenen unkrystallinischen 
Medium fortpflanzen kSnnen, and h - t -3k  als das Quadrat der Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit fiir die ebenen longitudinalen Wellea. 
Beschr~nken wir also die Betrachtung auf den Fall unkrystalli- 
niseher Medien, und nehmea wir den oben angegebenen sti~tigen Ueber- 
gang yon dem einen homogenen Medium zum andern an, so habeu 
wit auf den boiden Seiten der Uebergangsschicht f~ir die Verrfickungen 
Differentialgleiehungen mi~ zwei Constanten h and k; diese haben ftir 
die beiden Medien endlich versehiedene Werthe. In der Uebergangs- 
schich~ dagegen, we das Medium nich~ homogen ist, haben wit Diffe- 
renfsialgleiehungen mit einer viel grSssera Anzahl yon Coefficienten; 
neben den zweiten Differentialquotienten der Verrfickungen ach dem 
0r~ kgmmen och die ersten vet; es sind ferner die Coefficienten ieht 
eonsi~ant; sondern sie sind Functionen der ~ormale an die Grenze. 
Wird nun die Dicke der Uebergangsschieht sehr klein gegen eine 
Wellenl~nge gesetzt, und wird ferner angenommen, es kSnneJl in 
diesem Falle alle Coeffieienten ur endliehe, nicht abet zum Theil 
innerhalb der Uebergangsschicht sehr grosse Wer~he rhalf~n, so fi,l~ 
aus dem Princip der Continuitiit, dass die drei Verrfickungen und ihre 
Differentialcluo~ienten nach der Normale zu beiden Seiten der (]renze 
denselben Werth haben mfissen. 
So gelangt man zu den Grenzgleichungen, welche der Cauchy'-  
sehen Theorie zu Grunde liegen, und *die zweite Annahme, welehe 
die Uebereinstimmung dieser Theorie mit der Erfi~hrung wesentlich 
mi$bedingt, ist die, dass ftir ein homogenes uakrysfallinisches Medium 
h-1- 3k einen negativell Werth habe, also (da l~ nothwendig positiv 
seitl muss, dami~ die Fortpflanzung transversaler We]lea mSglich sei), 
dass h negativ und zwar 
~h>3k 
sei.. Diese Annahme ffihrt zu eiltem rein imagin'~rea Werth fiir die 
Fort~pflanzungsgeschwindigkeit der longitudinalen Wellen; dadurch 
werden die ~ reflectirten und gebrochenen longitudinalen Strahlen so- 
genaante verschwindende Strahlen (rayons 4vanescents); sie versetzell 
n.~mlich alas Medium in eine Bewegung, welche mit der Entfernung 
yon der Grenze ausserordentlieh rasch abnimmt und in jeder messbaren 
En~fernnng verschwindend klein is~; daher sind solcbe Strahlen obne 
alle Bedeutung, wenn es sich um die Erhaltung tier lebendigen Kraft 
handelt. 
Bei dieser Gelegenheit will ich noch bemerken, dass eine ganz 
Khnliche Theorie der Reflexion und Brechung~ wie die eben besprocheae 
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Cauchy's ,  um dieselbe Zeit yon Green*) ist entwickelt und dana 
yon Haugh~on**) et~was modificirt worden; der Ausgangspunkt ist 
dcr~elbe, n~mellflich was die aiJgenolnmellen Grenzgleichungell beh'iff~; 
die Eudformehl aber weichen von denea C auch y's ab, well Green 
die Fortpflanzung~geschwindigkeit der longitudinalen Wellen nicht ima- 
gin~r~ so, dern unendlich gross atlgenommen hat, und [Ierr H a u g h t o n 
sehr gross. 
Nun ist aber wenigs~ens eiue der beiden Annahmen, auf welche 
sich die Cauehy'sehe Tbeorie grfi,det, nieht aufrecht za erha|tea, 
s,~bald mall elas~ische Differen~ialgleichungen ableitet dureh Betrach- 
tung des molecularen Drucks. Und zwar ist es in Bezug auf diesen 
Punk~ ganz gleichgtiltig, ob man be] der E~twickhmg der Ausdrficke 
flu" die Componenten des molecularen Drucks zuriickgeht auf die zwisehen 
den einzelnen Moleciilen wirkeilden Kr~fte ~ wie dies P ois s o n***) and 
in seiaeu frtihesten Arbeiten fiber Elasticit~tstheorie attch Cauchy 
gethaa haben, oder ob mall, wie es in den bekannien Lehrbtichern 
der Elasticit~stheorie yon Lamg and yon C lebsch  geschieht~ iiber 
die Wirkung der einzelnea Moleciile auf einander gar keine Voraus- 
setzung macht~'). Geht man n~imlieh aus yon den Ausdr/icken fiir 
die Coml)onenten des molecularen Drucks durch die ers~en Differential- 
quotienten der Verriickungen nach dem Oft, and macht man wieder 
die Annahme eines coldim~irlicben Uebergangs~ so sind die Coeffi- 
cienten, welche in jenen Ausdriicken ffir die Moleculardruckcomponentea 
vorkommen, iu den beiden homogenen Mediell als Constanten, dagegen 
in der Uebergangsschicht als stetig sich iindernde Fuactionen der 
Normale an die Grenze zu betrachten; ferner miissen sich nach dem 
Princip del" Continuit~t die Werthe der Verriickungen und die der 
Drnckcomponenten~ oder, was dasselbe ist, da die Coefficienten sich 
stetig Endern, die Werthe der Verrfickungen and ihrer Differential- 
quotienten ach der Normale beim Durehgang durch die Grenzschicht 
ste~ig Endern; dana erh~ilt man ffir den Fall ether unendlich diinnen 
Uebergangsschicht die Bedingungen, dass erstens wieder die Com- 
ponenten der Verrtickung, zweitens aber die Componenten des mole- 
culaxen Drucks auf beiden Seitea der Grenze denselben Werth haben; 
man gelaagt also zu genau denselben Grenzbedingungen~ wie in dem 
Falle, wo man die Annahme macht, dass die beiden homogenen Medien 
in einer Fl~che aM einander grenzen. Es kSnnen je~zt die Differential- 
*) C~rabridge Tra, ns. VII. pt. I. 1839. 
**) Phil. M~g. (4), VI. -- Thomson J. 1853 und 54. 
***) Mgm. de Hast., VIII. 1829. 
-~) Bekannflich ist die Anregung dieser Betr~chtungsweise auch auf C auchy 
zuriickzuffihren. 
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quotienten der Verriiekungen ach der Normale liur daml auf beiden 
Seiten tier Grenze denselben Werth haben, wenn die Elasticitiit der 
beiden Medien dieselbe ist. Somit werden wir, wenn wir die C auchy'-  
sehen Grenzbedingungen mit den Betraehtungen iiber d6n moleeularea 
Dl~ck in Einklang bringen wollen, zu der Fresnel 'schen Annahme 
gleicher Elasticit~it gefiihrt. 
Sucht man nun den Grund der Verschiedenheit auf, welehe das 
angegebene allgemeine Resultat je naeh der einen oder nach der 
andern Behandlung des Problemes besitzt, so finder man denselben in 
der verschiedenen Form der Differentialgleichungen far die Uebergangs- 
sehieht. Cauchy  beriicksiebtigt keine Abhiingigkeit zwisehen den 
Coefficienten der ersten und denen der zweiten Differentialquotienten 
in seinen Differentialgleiehungenl leitet man dagegen aus den Aus- 
driicken fiir den molecularen Druck die Differentialgleiehungen fiir die 
Uebergangsscifieht ab, so erhalten die Coefficienten der (;lieder mit 
den ersten Differentialquotienten der Verriickungen die Form yon 
Differentialquotienten der Coefficienten, welche in den Gliedern mit 
den zweiten Differentialquotienten vorkommen, naeh der Normale an 
die Grenze. Sollen nun die letztern Coeffieienten bei einem Dutch- 
gang dutch die Grenze ihren Werth sehr rasch ~indern, wie dies bei 
einer endlichea Versehiedenheit der beidea homogenen Medien in Bezug 
auf Elasticitlit und bei einer sehr kleinen Dieke der Uebergangssehieh~ 
der Fall sein muss, so erhalten die Differentialquotiente,t derselben 
naeh der Normale nothwendig innerhalb der Uebergangsschieht sehr 
grosse Werthe; dies steht aber in Widersprueh mit der yon Cauehy, 
allerdings tillschweigend, gemachten Voraussetzung, dass keiner der 
Coefficienten einen sehr grossen Werth annehme*). 
*) Urn dies an einem einfachen Beispiel deutlich zu machen, sei die GrSsse u 
(elne Verrfickung) stetige Ftmction der unabh~i,ngigen Vari~betn ~ (der l%rrn~te 
an die Grenze). Wir haben einmal eine G|eichung von der Form: 
d~u d u 
wo die Grassen A und B gegebene Funetionen yon z sind, und wo ffir die beiden 
Grenzen 0 undc (Dicke der Uebergangssehicht) yon z A die Werthe At und A2 
annirnrnt, ~ verschwindet, alas andre Mal dagegen eine Gleichung yon tier Form: 
d~u dA du  
A d~z~- "[- d z d z == 0 ' 
wo ffir die beiden Grenzen yon z A wieder die beiden Werthe A~ und A~ annimmt 
und ~ verschwindet. Aus der ersten Gleichung folgt: 
r c 
i'd'~ - f  X d,~ 
r  
Die ersIe der beiden Annahmen Cauchy 's  liesse sich deInnach 
mit den Betrachtungen fiber den molecu]aren Druck durch Annahme 
gleicher E|asticiti~ fiir alle Aethermedien vereinigen; die Verschieden- 
heir in der Fdrtpflanzungsgeschwindigkeit d r Lichtwellen w~re dan~ 
aUein bedingt dutch die gerschiedenheit der Dichtigkeit. Allein die 
zweite Annahme, dass in einem homogenen Aethermedium das Quadrat 
der Fortpflanzungsgeschwindigkeit ftir longitudinale Wellen einen 
negativen Werth erhalte, ist mit den Betrachtungen fiber den mole- 
cularen Druck nicht vertriiglich; diese bedingen, wenn tiberhaupt~ ein 
Gleiehgewiehtszustand des Mediums mSg]ich sein soll, einen reellen 
Werth ftir die Fortpflanzungsgeschwindigkei~ der longitudinalen Wellen. 
Damit f~illt abet die C a u e h y'sehe Theorie der Reflexion und Brechung. 
Man ftihrt nun allerdings zur Begriiadung dieser Theorie wohl 
an, es seien die Canehy'schen elastischen Differentialgleich~ngen, 
wenigstens in gewisser Beziehung, allgemeiner, als diejenigen~ welehe 
man aus der Betraehtung des moleeularen Drucks ableite, es fiibre 
die Betrachtung dieses moleeularen Drueks eben zu ether Besehriinkung, 
welehe man vermeiden kSnne, so lunge es sieh um ein unbegrenztes 
Medium handle. Dann erhebt sich aber die Frage, ob eine solehe 
Beschrfinkung nothwendig set, oder nicht, und diese Frage mSchte 
1Jieht ohne Weiteres zn verneinen seth. Denn es darf nicbt ausser 
Acht gelassen werden~ dass die Bedingungen, welehe ~meh Cauchy  
wegen des natfirlichen Gleichgewiehtszustandes erffillt sein m~issen, 
nicht hinreiehende Bedingungen ffir das Gleiebgewieht stud; es muss 
vielmehr, damit ein stabiler Gleichgewichtszustand desMediums mSglieh 
set, die" yon einem einzelnen Moleefile auf ein anderes ausgetibte Kraft 
23 du Erhi~lt mm innerhalb der Gren~en 0 trod c yon ~ ~- ebensowen~g, wie ~-~ einen 
sehr grossen Werth, so wird das Integral ~uf der reehten Seite sehr klein, sobuld 
c sehr klein is~; wir erhalten also, wenn c sehr klein gesetzt wird: 
wo der Index 1 bezeichnet, dass z = 0, und der Inde:r 2, dass z-~-c zu setzen 
ski. Dagegen folgt aus der zweiten Gleichung: 
c 
J " dz --d-~- dz-~O, 
0 
folglieh 
1 
es kann ~lso der Differentialquotient yon u nur dana ffir die beiden Grenzen yon 
z denselben Werth unnehmen, wenn A l ~leich A 2 ist. 
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jedenfalls gcwisse besondere Eigenschaften besitzen, Eigenschaften, 
welche ffir die Erfi i l lung der C a u c b y'schen Gleichgewichtsbedingungen 
ohne alle Bedeutung sind, welehe dagegen einen wesentlichen Einfluss 
auf die Werthe der erw~hnten Coeffic~enten ausiiben raiissen. Deshalb 
scheint mir gerade der Punkt,  dass die Po isson 'sche  Entwicklung 
auf eine Anzahl weiterer Bedingungen ffir das Gleichgewicht fiihrt~ 
und zwar auf solche Bedingungen, welche flit die zwischen den Mole- 
ciilen wirksamen Kriit~te ganz besondere Eigenschaften bedingen, flit 
die Giltigkeit der yon P o i s s o n abgeleiteten Gleiehungen zu spreehen, 
undes scheint mir im h5chsten Grade misslieh, eine Theorie darauf 
zu griinden, dass die Coefficienten iu den Cauchy 'schen  elastischen 
Differentialgleichungen Werthe annehmen, welche mit den dureh Be- 
tr~chtung des moleeularen Druckes erha]tenen Resultaten nicht ver- 
triiglich sind*). Deshalb kann ieh die Theorie der Reflexion uud 
*) Wird mit Cauehy angenommen, es h'tbe die Wirklmg zweier Molecfile 
auf einander die Richtung der Verbindungslinie, ist ferner die Kraft, welche ein 
~oleeiil auf ein auderes in der Entfernung ~ aus(ibt, gleich f(r), bezeichnen end- 
]ich ffir den Fall des natfirlichen Gleichgewichts x, y, z die relativen Coordinaten 
des 0rts, wo sich das wirkende Molecfil befindet, in Bezug auf den Ort, wo die 
Wirkung ausge(ibt wird, so ergeben sieh als ffir das Gleiehgewieht nothwendige 
Bedingun gen: 
O= Z f(r) ~ ,  u. S, w .  
Die Summe ist auszudehnen fiber nile Moleciile, welche auf ein bestimmtes Mo- 
lecfil eine Wirkung ausfiben. Es sind dies die eiuzigen Bedingungen, auf welche 
0auchy's Entwicklung ffihrt. Die'se Bedingungen sind nun ffir ein homogenes 
unkrystallinisches Medium, wo die Summen mi~ ungeraden Potenzen der relativen 
Coordinaten x, y, z verschwinden, bei jeder beliebigen Annahme fiber die Natur 
der Function f erffillt; es kann aber z. B. stabiles Gleicbgewieht unml/glieh statt- 
tlnden, wenn zwisehen den Moleefilen eine Anziehung umgekehrt propor[ional einer 
ganzen Potenz der Entfernung wirkt, Die Poisson'sche Theorie dagegen fiihr[, 
wenn man dieselbe Bezeiehnuug anwendet, noch auf weRere Bediugungen flit das 
Gleiehgewieht you der folgenden Form: 
o---~f(r)x ~, u.s.w., 
q- 
also auf Bedlngungen, welche die Natur der Function f wesentlich besehri~nken; 
nach dlesen Bedingungen muss fiir ein homogenes unkrysfaUinisches Medium die 
oben mit h bezeiehnete Constante verschwinden; sie kanu also einen ne~iven 
Wer~h nieht besitzen. 
Es liegt nun Mlerdings sehr nahe, eine Abstossung zwischen den Aether- 
raolecfilen anzunehmen; es muss dann die Function f eine i~egative GrSsse sein, 
" womit h den verlangten egativen Werth erhiilt, und die Unmiigliehkeit eines 
stabilen Gleichgewiehtszustandes ergiebt sich nicht mehr unmitteIbar. Abet aueh die 
MSgliehkeit eines solchen ist durchaus nicht erwiesen, und wenn man diesen Punkt 
uuf dem yon Cauchy eingesehlagenen Wege welter verfolgen will, so stSsst man 
auf grosse Schwierigkeit. Denn es wird nothwendig, die Bedingtmgen flit das 
480 K,RT, V~ ~:R Mt~mn,. 
Breehung, wie sie yon Cauchy  und seinen NachfoIgern ist entwiekelt 
worden, nicht ffir befriedigend halten. 
In dem Auftreten der longitudinalen Wellen liegt die wesentliehe 
Sehwierigkeit, welche jede auf rein mechanisehe Prineipien gegrtin- 
dete Theorie der Reflexion und Breehung zu tiberwinden hat. Diese 
Schwierigkeit soll nun hier dadureh beseitigt werden~ dass yon vorn- 
herein die Annahme gemaeht wird, die zu betraehtenden Aethermedien 
seien ineompressibel, gerade so, wie in der Hydrodynamik die tropf- 
baren Fltissigkeiten als ineompressibel betraehtet werden. Wie aueh 
das Resultat ausfallen mag, wird es nieht ohne Interesse sein, eiae 
Behandlung des so wiehtigen Problems aueh auf diesem Wege versueht 
zu haben. 
Die Annahme, dass der Licht'~ther ineompressibel sei, ist yon 
~ar l  Neumann in die mathematisehe Theorie des Lichtes eingefiihrt 
und in dem w 8. seiner Sehrift: ,,Die magnefisehe Drehung der Po]a- 
risationsebene d s Licldes" weiter entwiekelt worden, lndem ich wegen 
der ni~heren Begriind~ng des eingenommenen Standpunktes auf jene 
Schrift verweis%, hebe ieh nut die Annahmen hervor, welehe der Be- 
traehtung zu Grunde liegeu*): 
, I .  Das Aethermedium besteht aus einem System gusserst feiner 
Theilchen, welche sowohl ihren gegetlseitigeu Einwirkungen, als aueh 
den Einwirkungeu tier ponderabeln Molec~ile unterworfen sin& Diese 
Ein~virkangen finden start in der Riehtung der Entfernung; h~ngen 
ferner, was ihre Intensitgt anbelangt, yon der GrSsse der Entfernung 
ab; und werden Null, sobald die Entfernung eine gewisse sehr kleine 
Lilnge iibersteigt." 
,,II. Ausserdem hat der Aether die Eigensehaft, denjenigen Be- 
wegungen, welehe mit einer Aendernng seiner Diehtigkeit verkniipft 
sind, mit unverhMtnissm~issig v el grSsserer Energie zu widerstehen, 
als andern Bewegungen, bei welchen solches nieht der Fall ist. Die 
Diehtigkeit des Aethers ist denmach sehr stalken Kriiften gegenfiber 
allerdings veriinderlich, hingegen sehwaehen Krgften gegeniiber so gut 
wie unver~inderlieh". 
Gteichgewicht yon endtichen begrcnzten Theilen dee uneudlichen Mediums ~ufzu- 
suchen; will man das abet thun, so sind die Bedingungen fiir das Gleichgewich~ 
der Molecfile, welehe sich in tier xNi~he der Grenze befinden, und auf welche 
itussere Wirkungen ausgefibt werden, mit in Betracht zu ziehen; dadurch wird 
man genSthig~, den moleculuren Druck in d~e Untersuchung einzufiihren,-und 
daml ergeben sich die P oi s s o n'schen Bedillgtmgeu ale nothwendig fiir das Gleich- 
gewicht. 
*) Carl Neumann. Die magnetisehe Drehung der Polarisatioasebene de~ 
L~chtes. Halle 18637 p. 39. Vergl. aueh diese Annalem Bd. I, p. 325. 
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Die Annahr~e, class der Lieht~ther ineompressibel sei in Bezug 
auf die Kr~ifte~ welche bei der Fortpflanzung einer Lichtbewegung 
auftreten, schliesst also (lie weitere Annahme durchaus nicht ein, dass 
die Aethermedien, wie sie im Innern der versehiedenen durchsichtigen 
Kbrper angenommen werden, dieselbe Diehtigkeit besitzen; wir werden 
daher aueh in den iblgenden Betraeht,mgen diese besehr~nkende An- 
nahme nieh~ machen*). 
. 
Betrachtung eines homogenen Mediums, 
a. A l lgemeine  D i f fe rent ia lg le ichungen und Grenz .  
g le iehungen.  
Um eine feste Grundlage ffir die folgenden Betrachtungen zu ge- 
winnen, leiten wir die ullgemeinen Differentialgleichungen flit die 
kleinen Schwingnngen in einem incompressibeln homogenen Aether- 
medium ab, ferner die Grenzbedingungen a der gemeinschaftliehen 
Grenzfliiche zweier Medien; dabei werden wir ausgehen yon der Be- 
tmchtung des moleeularen Drueks. 
Wir nehmen zun~ehst ein beliehig begrenztes homogenes Medium 
am Es seien ~t, v, w die Componenten der Verrfickung flit die Stelle 
x, y, z zur Zeit t, e die Dichtigkcit des Mediums. Dann wirken aus 
das Massenelement 
dx dy dz 
an der Stelle x, y, z die folgenden bewegenden I(r;ffte in der Rich- 
tung der Coordinatenaxen: 
~X~ ax~ ax~ 
dx dv X av a,. } ' 
at. a B -ag  
dx dy dz {e Y am ay - -~  ' 
az,  axe 
ttierin bezeiehnen X, Y, Z die Componenten der ~iussern beschleu- 
nigenden Kr'~fte, X~., Xy,  u. s. w. die Componenten des molecularen 
Drucks. Sind ferner dee ein Element der Oberflildw, n die Richtung 
der NormMe auf dasselbe, naeh ]nnen positiv gereehnet, X, Y~ Z 
*) Die in den beiden folgenden Puragraphen darges~ell~en B tra.chtungen 
bilden den Inhalt meiner Doctordissertation: Ex ipsis praeceptis mechaaicis dn- 
eantur leges, quibus lucis undae in plane, quod finis sit ,]uorum pellucidorum 
m~diorum, refiexae t refractae pareant. Regimonfi MDCCCLXVI. 
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die Componenten der auf das Oberfl~icheneleme~t ausgefibten i~ussern 
Kriifte~ so wirken auf dasselbe die folgenden Kriifte: 
a~ {x  - ~ co~ (~, x) - x~ cos c,~, y} - x~ ~o~ (., .~}}, 
a~ {~-  L cos (. ,  x) - ~,  ~o~ (, ~y) -  L co~ (. ,  ~)} ,  
~ {~_  x~ cos (% ~) - z~ oo~ (% y) - 2~ co~ (~, ~)} 
Der oben angebraebte horizontale Strieh soll bezeiehnen, dass die be- 
treffenden GrSssen sich auf eine Stelle an der Oberfl'~che des Mediums 
beziehen. 
Aus diesen Ausdrficken ffir die wirkenden Kr~tfte folgen die Be- 
dingtmgen des Gleichgewichts durch Anwendung des Princips der 
virtuellen Geschwindigkeiten~ und dann aus den Gleichungen des 
Gleichgewichts die der Bewegung durch Anwendung des Dalem- 
b e r t'schen Satzes. 
Wit haben demnaeh zuniichst; die Componenten tier wirkenden 
Kriifte zu multipliciren mit den virtuellen Verrfickungen ~u, 6v, ~w 
und die Summe, ausgedehnt fiber den ganzen Rauminhalt des Mediums 
und fiber alle Elemente seiner Oberfli~che, gleich mill zu setzen. Da 
wit nun die Annahme machen, es sei das Medium als incompressibel 
zu betraehten i Bezug auf die KrSfte, welche zur Wirkung gelaugen, 
so muss zwischen den Verrtiekungen u, v, w die Gleichung bestehen: 
~u ~v ~w (~) a-~ + ~ + a~ = o. 
Folglich miissen die virtuellen Verriickungen du~ ~v~ ~w ebenfalls der 
Gleichung Genfige leisten: 
o~ 4- -D- + 7z-- ~ 
Bringen wit also die Grunds~ze der Variationsrechnung zur An- 
wendung~ und bezeichnen wir den einzufiihrenden Multiplicator mit 
"~ " f l '  " sA, so muss, damit Gle~eheew~cht stattfinde, die Summe der beiden 
]ntegrale fiir alle beliebigen Werthe yon 6u, 6v, dw verschwinden: 
ax~ ax~ 
~u ~X ax 8y 
'dx ~y ~z ] 
n ar~w ~Z "Ox ay -~]  
 'fjf 0 dx dy dz 
S)I 
~+D+~ 
~(~ - ~7 ~os (% ~) - ~ cos (% y) -  ~ cos (% I ~))/ 
i Y; cos (n, y)-- l 
+~(z -  ~ eo~(% ~) -~ cos (., y ) -~cos (., ~))j 
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Das dreifaehe Integral ist fiber den ganzen Rauminhalt~ das Doppel- 
integral fiber die ganze OberfiKehe des Mediums auszudehnen. 
Dutch bekannte Umformung des letzten Gliedes in dem dreifachen 
Integral erhiilt die Gleichung die Form: 
( ~z~ oz,__~z~ ~^) 
Diese Gleichung kann ffir alle Werflm yon ~u~ dv, (~w nur bestehen, 
wenn das Raumintegral und das Oberfiiichenintegral ffir sich ver- 
schwinden, und das Verschwinden des Raumintegrals fiihrt auf die 
folgenden Gleichungen, die allgemeinen Differentialgleiehungen fiir das 
Gleiehgewieht des Mediums: 
"~X~ ~Xy 
x = T~- + -~ + 
(~) ~Y= ~ +-~+ . . . .  
z 
~Z ~-~x q- ~y --  
(3) 
Wir haben uns die Druckeomponenten X,, u. s. w., welehe in diesen 
Gleichungen vorkommen~ ausgedrfickt zu denken durch die Verrfiekungen 
u, v, w, und dann haben wir in den Gleiehungen (1) und (2) vier 
Gleichungen zm" Bestimmung der vier Unbekannten u, v, w und A. 
Ferner ffihrt das Verschwinden des Oberfliiehenintegrals uf die 
Bedingung, dass an jeder Stelle der Oberfl~iehe die drei Gleichungen 
erffillt sein mfissen: 
I 0 ---- X - -  X~ cos (n, x) - X-~ cos (. ,  y) - Ro eo~ 0~, ~) + ~A cos (n, x), 
,0----- ~- -  Y~ cos (.,, x) - ~ cos (n, y ) - -  L ~os'~., z )+ ,~ cos(n, y), 
(o =- ~ - -  ~x cos (n, x) ~ cos (n, ~) - Z, cos (., ~) + ~ ~o~ ('~, ~) 
Dies sind die sogenannten Grenzgleiehungen. 
Wit wollen noch den Fall betrachten, wo zwei homogene Mediea 
in einer Fl~iche an einander grenzen; die GrSssen, welche dem zweiteu 
Medium angehSren~ sollen unten mit einem Strich bezeichnet werden. 
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Dann gelten far jedes tier beiden Medien zun~idhst die allgemeinen 
Differentialgleiehungen (1) und (2), ferner f~ir jede Stelle an tier freien 
OberflKehe eines der beiden Medien die Grenzgleiehungen (3); endlieh 
ergeben sieh an jeder Stelle tier gemeinschaftliehen Grenzfl~ehe beider 
Medien zwei Systeme yon Gleichungen. Zunliehst muss eine Stelle 
tier Grenzfl~ehe dieselbe VerrOekung erhalten~ mSgen wir nun diese 
Stelle als dem ersten oder als dem zweiten Medium angeh5rig be- 
traehten; wir haben also erstens fiir a]le Stellen der gemeinse]iaft- 
lichen GrenzflSche die Bedingungen: 
]Perner sind ffir die gemeinschaftliche Grenzfl~che~ wenn auf diese 
keine ilussern Kr~fte wirken, die DruekkrSfte X, Y, Z-, welche auf 
die 0berii'~ehe des ersten Mediums ausgefibt werden~ gleieh den Com- 
ponenten des Drucks, tier yon dem zweiten Medium a~f die Grenz- 
" ( ! r  fl~che ausgeiibt wird; wir haben also in den Grenzglmehun~en (3) zu 
setzen : 
x = x-T, cos (., x) + x,~-~ os (., v) + X~ cos (n, ~)--~, K ~os (~, x), 
r= r~, cos (,~, ~) + ~,~, cos (,~, y) + r-:] cos (., ~)-~,K, cos (., v), 
wo n die [~iehtung der Normale an die gemeinschaftliehe ('~renzflache'" 
bezeichnet, in das Innere des ersten Mediums positiv-gerechnet. Folg- 
lieh er~ebt sieh fiir die gemeinschaftliche Grenzfl~iehe der beiden 
Mediem noeh das zweite System yon Gleichungen: 
+ 
O~ (,s) 
+ 
0.-~- 
- ~ cos (., ~) + (~ _ ~)  cos (~. y) + 
(~-  :~7) cos (., ~) _ (.A _ ~,~,) cos (., x) ,  
(-~; - r . ; )  cos (., ~) + (~ - ~ . . )  cos ( . .  y)  + 
+ (~ - ~7,) cos (., ~) -  (~  _ ~,  9  cos ~ ~) 
Die Gleichungen (4) und (5) sind die mehrfach erMihnten sechs 
Gleiclmngen an der gemeinsehaftlichen Grenzfliiehe der beiden Medien. 
Wit leiten mm schliesslich mi~telst des Da lembert ' schen Prin- 
cipes ans den Gleichungen des Gleiehgewichts die der Bewegung ab. 
Nehmen wir also an, es wirken keine ~iussern Kr~fte auf eine Stelle 
im ]nnern des Mediums, so ist in den Gleiehungen (2) einfaeh zu 
setzen : 
undes werden demnaeh die allgemeinen Differentialgleichungen ffir die 
kleinen Schwingnngen in dem Aethermedium: 
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gu diesen Gteichungen triLL noeh die Gleichung (1). Die Grenzglei- 
chungea sind im Fall der Bewegung dieselben, wie in dem Fall des 
Oleichgewichts. 
b. Die be iden  Systeme par t i cu l '~rer  LSsungen.  
Um das Problem der geflexion und Brechung auf Grund der ab- 
gelei~eten GIeichuagen zu behandeln, brauchert wir neben dem be- 
kaml~en System yon LSsm~gen der a]lgemeinen Differentialgleichunge, 
(1) und (6) noch ein zweites. Dieses soll nun abgeleitet werden. 
Zu diesem Ende setzen wit fitr die Drucl~componenLen ihre Werthe 
in den Verrfickungeli ein in die Gleiehungen (6), und zwar wollen wir 
die yon Po isson  ;egebenen Werthe annehmen: 
(7) 
~u ~v ?w 
~u 0v ~w 
~u Ov Ow 
,. ~w 
- r, =-  "C ;+ 
~u 
- zo - - -  x ,= + 
Die GrSssea A, B, F, a~ b, c sind die sechs dem homogenen kry- 
stal]inischen Medium eigenthtimlichen Constanten~ undes  ist zu be- 
merken~ dass bei der tterleitung dieser Ausdriicke fiir die Druckcom- 
ponenten die u gemachi wird, es sei das Medium syalmetrisch 
thei|bar durch drei auf eiaander echtwinklige Ebenea*). 
Es mtissen un, damit aus dea allgemeinen Differentialgleic]imngen 
fiir die Foripflanzungsgeschwindigkeit und die 1)olarisation der ebenen 
transversalea Wellen die Gesetze folgen, welche Freslxel far die 
*)-Die Annahn,e der allgemeinern Ausdrficke f/Jr die Druckcompouentcn, wie
sie z. B. in delu Lehrbach yon L~mg abgeleitct werden, bedingt keine wesent- 
lithe Modification tier iblgendea Betrachtungen. 
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Lichtwellen angegeben hat~ zwischen den sechs Constanten die drei 
Relationen stattfinden: 
{ A == 3(b + c - -  a), (s) B = 3 (c + a -  b), 
F -~-3(a+b- -c ) ;  
ferrter muss angenommen werden, dass die Schwingungen eines gerad- 
linig polarisirten Strahls in der Polarisafionsebene statLfinden*). 
Dutch Einsetzen der Werthe (7) fiir die Druekcomponenten in die 
Grenzgleichungen (6) erhalten wir mit der Gleichung (1) die folgenden 
allgemeinen Differenfialgleiehungen ftir die kleinen Schwingungen: 
~u ~v ~w o--~+~+~, 
~w O~w O~w ~w O~ u ~ v Oh 
Der Einfachheit wegea sind die Constanten A, B, I" hier noeh bei- 
behalten; sie sind abet mittelsf~ der Gleichungen (8) bestimmt zu denken 
dureh a, b, c. 
Wit geben nun zun~ichst das bekannte System particui~rer LS- 
sungen der Gleiehungen (9) an**), 
Es ergeben sich aus diesen Gleiehungen dttreh Elimination yon h 
fiir die Gr5ssen 
U~ 0v ~w ~w ~ ~u ~v 
die folgenden Gleichungen: 
+ - 
~V ~W 
ferner finder naeh der Definition zwischen den GrSssen U, V, W die 
Gl~ichung start: 
*) Sobal4 wir yon der Betrach~ung des moleculaxen Drucks ausgehen, sind 
wir genCithigt diese Annahme zu machen fiir ein krys~al|inischc, s Medium; ia den 
folgenden Untersuchungen, welche sich nut auf den Fall unkryst.allinischer Medien 
beziehen, wcrden wir dicse Annahmc wiedcr fa|lea lassen. 
**) Siehe w 2. der Abhaadlung yon Carl Neumann: ,,Ueber die Aether- 
bewcgung in Kry~taUon", diesr Annalen, Bd. I., S. 327 ff. 
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(lO) 
?U ~V ~ W 
~ ~-~j+ as ; 
yon den drei Gleichtmgen ist also eine Folge der beiden andern. Dieseu 
Gleiehungen wird bekanntlich Gentige geleistet dureh Ausdrfieke voll 
i'olgender Form: 
U--C..~ 7 ' -} , ,  
V--= Cve ~ ~' 
, " -  ;) 
Hierin bezeichne1~ 1>, q, r die Cosinus der Winkel, welehe eine beliebig 
angenommene Richtung~ die gichttmg der Fortpfl,~nzung, nfit den 
Coordinatenaxen bildet, T die Schwingungsdauer uud 2 die Wellen- 
z die Fortpflanzungsgeschwindigkeit d r Welle, welche l~inge, also 
sieh in der Riehtmag/9, q, r for~pflanzt, endlich Ix, u, ~ die Cosinus 
der Winkel, welehe die gichtung derjenigen Ovalaxe, deren L~nge 
71 ~ ;' 12  naeh der l~resnel sehe Construction die Fortpflanzungsgesehwindig- 
keit giebt, mit den Coordinatenaxen bildet. C ist eine willkiirliche 
Constante. Wit wiihlen d~ Form der ExponentialgrSssen mit ima- 
ginlirem Exponenten, weil sic far die I{eehnung bequemer ist. 
Aus den fiir U, V~ W gefundenen Werthen ergeben sieh die 
iblgenden Werthe ffir u, v, w und A: 
. = - + "  "), 
,2re p~d-qyd- r*  
i,~nl'px,+,qy s~ r~ 
2~V 3 [A= A K7  {a( '~q--vr)+b(~r- -UP)+C(Vl) - - l~f f )}e k--
Dies ist das erste System yon particul'~ren IJ5sungen, welches wit 
zur Anwendung bringenl es enth'~It die willkfirliche Constante A. Wir 
suchen nun das zweJte. 
Dieses muss die folgenden Eigenschaften haben: Fflr eine be- 
liebig angenommene Ebene, die Grenzebene~ miissen die neuen LiS- 
sungen derselben ExponentialgrSsse proportional sein, wie die LSsungen 
(10)i es miissen ferner ihre Werthe auf einer bestimmten Seite jener 
Ebene mit tier Enffernung yon derselben sehr raseh abnehmen. Dann 
leistet das zweite System yon LSsungen den veflangten Dienst. 
Dass ein solches System yon LSsungen nicht existirt flit die 
GrSssen U~ V~ W, ist leicht ersichtlieh+ es werden also iiir die ge- 
3 
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suehten Lbsungen u, v, w jene GrSssen U~ V, W versehwinden miissen. 
Dies geschieht~ wenn wir setzen: 
und es liefert daun die Bedingung der Incompressibiliti~t fiir die neu 
eingeftihrte Variable S die Gleichung: 
ferner ergiebt sich, dass auch den drei iibrigen tier Gleichungen (9) 
Geniige geleistet wird, wenn wir setzen: 
A-~--~/~- I- 3 ~-~-t--s ~ . ~ f .  
~s h~deff es sich 
welehe der eben erhaltenen 
we]the die oben ver]angten 
Nua sei die Gleichung 
nur noch datum, eine GrSsse S zu findeu, 
Differen~ialgleichung Gentige ]eistet, und 
beiden Eigensehaften besitzt. 
der erw~hnteli Grenzebene: 
ax + fly -1- 7z = O, 
and zwar sollen a, fl, 7 die Cosinus der Winkel sein, welche die Nor- 
male an die Ebeue mit den Coordiaatenaxen bildet; dann wird, wenn 
trod a zwei beliebig zu" bestimmend(~ re'tile GrSssen bezeichnen~ der 
Ausdruck 
" i~' (~+qy+'~-(~+"~176 ~) 
C ~ - 2 " 
ffir jede Stelle der Ebene a~ fl, 7 der in den LSsungen (10) vorkom- 
men, den Exponez~mlgrosse gleich; es /eiste~ ferner der Ausdruck der 
fiir S gefunde~el~ Differentialgleiehung Geaiige~ wenu: 
s ~ a 2 = 1, 
~ a1) -[- flq -t- 7r.  
Folglich wird ~ gleieh dem Cosiuus des Wh]kels, den die Rich- 
.tang der For~pflauzung mit der Normale au die Grenzebene bildet; 
demnach ist: 
immer reell, uud wir kbnne,t diese Orbsse nach Belieben positifiv oder 
nega~iv machen. 
Se~zen wir also, indem wir im Exponei]ten das Reelle yon dem 
]magin~ren sondern nnd die'willkfirliche Constante L einfiihren: 
wo 
so sind : 
(i3) 
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~-~x ' v - -  @ , w -= ~ , 
das gesuchte zweite System yon LSsungen der Differentialgleichm~gen 
(9); dena wit kSnnen dutch passende Wahl des Zeichens in der Glei- 
chung fiir a immer erreichen~ dass der Ausdruck 
auf ether bestimmteli Seite tier Ebene a, /~, ? eine,, negafiven Werth 
besi~zt~ class also der Factor in dent Werth yen S 
(, ], 
auf der bestimmten Seile mit der Entfernung yon der Ebene sehr 
rasch abnimmf~ 
Damit sind die beiden Systeme yon l)articuliircn LSsungen gc- 
wonnen, welehe erforderlich sind~ um auf Grund der angenommeneu 
Gleichungen das Problem der Refiexion und Breehung zu behandeln, 
and es soll nut noch hervorgehoben werden, dass in dem Falle kry- 
siall~nischer Medien zwei Paare yon soleben LSsnngen zur hnwendutlg 
zu bringen sind, entsprechend der doppel~ea S~rahlenbrechung. Von 
nun an werden wir unsere Beh'achttmg auf den Full unkryst~allinischer 
Medien beschr'~nken. 
. 
Annahme zwoier homogenor Median, welche in einer Ebene an einander 
grenzen. 
Wit Ieiten zun~chst Fornmhl ffir die Reltexi(m uad Breclnmg ab, 
unter der Voraussetzung, dass zwei homogene unkrystMlinische Medien 
yon verschiedener Dichtigkeit und Elasticitiit in ether Ebene an ein- 
ander grenzen. 
Es falle die xy-Ebene zusammen mitdcr Grenzebeue, and zwar 
set z fiir das erste Medium negativ, ffir das zweite Medium positiv; 
wir wollen ferner die dem zweiten Medium entsprecheuden GrSssen 
unten mit einem Strich bezeichnen. Wit lassen endlich die xz .Ebem, .  
zusammenfallen mitder  Einfallsebene; folglich sind die Verriiekmlgen 
und die GrSssen A nur Functionen yon x und z. Es warden dana, 
da fiir ein unkrystallinisches Medium in den Gleichungen (9), S. 486: 
a-~b~c,  A~B ~ F-~-3a 
zu setzen ist~ die Gleichungen fiir die kleinen SchwhJgmNen in dem 
er~ten Medium: 
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a ~t, a'u) 0=~+ 
a~' - -  ; xax,+az~ +~'  
O) o, ,  ~ [a,o a ,q  
a~, - , xax, + a , -  + F~, 
und ffir die kleinen Schwingungen in dem zweiten Medium ergiebt 
sieh ein gaaz tihnliehes System yon Gleiehungen; es tre&en einfach die 
GrSssen aj ,  ~1, *~,, vl ~ wt, A, all die Sidle der GrSssen a ,  e~ u,  v, w ,  A. 
Ferner muss an der gemeinschaffiicheu Grenzebene der beiden 
Medien 
z-~---0 
(nach (4) und (5), S. 484) den folgenden Gleichungen Gentige geleistet 
werden: 
(2) u ~ u. I , v ~ vl , w = % ; 
a C a" + a~q _ (a~,, a w,) 
~a~ ax J - -  aj xaz  q-  ax ]  ' 
av avz 
(3) a~ = a~ ~7'  
aw aw, 
2a Fd + ~h = 2ai ~-  + qhj  ; 
denn es f'alls die Richtung nder  biormale an die Gronze zusammea 
mi~ der ,-Axe, und wir haben: 
- -X~=a + ~  , -~ ,  - -Z ,~=- - '2a  aw 7V"- o 
OZ 
In diesen Gleiehnngml ist die GrSsse v vSllig gesonder~ yon den 
GrSssen u, w u~d A; folg]ich kSnnen wit die beiden F~ille, wo die 
Schwingungen senkrecht auf die Einfullsebene, und wo sie in der Ein- 
fallsebene statt~inden~ ge~renn~ belrachten. 
a. Schwingungen senkrecht  auf  die E in fa l l sebene.  
Wir nehmen zuniichst an, das einf~llende Licht schwinge senk- 
recht auf die Einfallsebene. 
Dann habea wir die Differentia!gleichungen: 
a~v a (a~v a ,~ 
und die Bcdingungen flit z = 0" 
& &, 
v- - - -v , ,  a ~ = at -~, . 
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Bezeiehne~ nun T die ~ehwmgun~sdauer,/[ und,t t die Wellenl~hlgen 
in den beiden Medien, r den Eiufallswinkcl uud q'l den Brechungs- 
winkel, so k5nnen wir uns die Bewegung der eini.dlenden Welh, 
symbolisoh dargestellt denken dutch den Ausdruck: 
. / z  ~iu r Jc  z coaq0 t'% 
v, = I)e ' ~n , , - -~  . . . .  z ] ,  
und die Bewegungen f(ir die rcfleefirt, e und fiir dic gebrochene. Welle 
werden dann:  
.O r~.  I-)l ~ . . - - -  )-- 
Wir haben nur die erste Classe wm palticul,iren |Y)sungen dcr 
DifferentiMgleiehungen zur Anwendung zu hringen; fiir diese wird in 
einem unkrystalliniseheu Medium A gleieh null; die beiden (onshmicn 
M" und /)1 reichen aus, um den beiden (~r~mzbctlingungen Geniige zu 
leisten. Die Wellenl~ingen ,tund ~t wcrdcn bcstimmt dureh die Ghd- 
ehungen : 
dann ]eiss die Ausdriicke v, trod v~ der Ditt~renfialgleichung for v, 
der Ausdruek v,. der Differenfialgleichutlg f'iir v t Gentlge. 
Somit ist zu setzen: 
v -~- vi "+- v~ -~- . re  , -Jr- I c ~* , 
9 , _  L.,i.tc,+,r ~.) 
vt ~ v~ ~ p ,e '~"k  . . . .  ~7- - - . 
Sollen ferner die Ausdriicke ftir v und e, (lie (Irenzgleichuugen 
erftillen, so muss sein: 
sin q, sine, . 
(5 )  = ' 
dann werden die ExponentialgrSssen flit z--~ 0 identisch gleieh in Be- 
zug auf x un(1 t, und wit erhalt;en zur Bestimmung der beiden Con- 
stsanten /" und -Pt die Gleichungen: 
P+ P'-= P, , 
~sintp eostp(P -  -P') = ;tsintp, cos~, P , .  
Wegen der Vergleichung mit den folgenden Untersuehungen ndune,, 
wir an, es haben diese beiden Gleichungen die folgende Form: 
(I) t'1 = M(P+ P ' )  + iN (P - -  P ' )  = iM ' (P+ P')  + 2q ' (T - -  t " ) ,  
wo unter der u eosCt sei reell, M,  N ,  M ' ,  IV' reelle 
Grbssen sein sollen. 
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hUS den Gleichuagen (I) folgt: 
(M- -~r ' )~ (M' N) i 
2 (MiV' + M'iV) 
und die Gleiehung der Erhaltung der lebenOigen Kraft nimm~ die 
Form an : 
Mj~r' 21_ M' N ~-- , e sin r cos (p 
*l s in  qol cos  ep~ 
Dies soll hier nut vorl~iufig bemerkt werden. 
Wit erhalten also flit das senlcrecht auf die Einfallsebene schwin- 
gende Lieht die Formeln: 
s in  q~ cos  (6) M-~ 1, N~O,  M'----O, N '=-  . 
e~ sm ~, cos ~o-~ ; 
folglieh wird der Gleichang der Erhaltung der lebendigen Kraft Geniige 
geleistet. 
b. Schwingungen in der  E in fa l l sebene.  
Wir nchmen mm zweitens an~ das einfidleade Licht sehwinge in 
der Einfallsebene. 
Daml sind die allgetneinen Differentialgleichungen fiir das erste 
Medium: 
~u Ow 0-----~+ ~,  
die fiir das zweite Medium: 
0 ~ ~u~ ~wj ~+~-~ 
llud die Grenzgleiehungea ftir z ~ O: 
't~ ~ '/r ~ ~0 ~ W I 
Feraer wird die Beweguag in tier eiafallendea Welle symbolisch 
dargestellt dutch die Ausdrtieke: 
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~i ~ S COS r e 
0 w~ = - -  S s in  r c 
demnach die Bewegung in der reflectirten Welle dutch die Ausdriicke: 
i '2 tt I x  stn~ - -  z cos ~p 
n,~ = S'sintp 
und die Bewegung in der gebrochenen Welle dutch die Ausdr~ieke: 
i~z (xsinq''+'c~ ) 
~b- ~--- ~ l  f'OS~j e k . . . .  ~' - - -  ~' 
,~zt( =s`'~' + *e~ ;,) 
~v. .  ~ -  Sf sin% e k ........ ;., . . . . . .  . 
Far diese Werihe yon u, w und yon ~L, wJ win'den die ih'Sssen 
h und A I gleieh null. 
Da wir jetzt aber vier Grenzgleiehungen Geniige zu leisl.en haben~ 
reiehen die obigen Lbsungen mit den beiden Constanten S" und S t 
nieht aus, und wir miissen auch noeh die zweite Classe v(m I)Ssnngen 
zur Anwendung bringen. 
In dem vorliegenden Fall nimmt nun die S. 4.0,8 mit S I)ezeiehnete 
GrSsse ftir das erste Medium den Werth an: 
' " "~ 
,t "4-  2= - -Z*  
L'g-~ e 
uml ftir das ~zweite Medium: 
,, o+- ~ - § , - ( - 3 . L1 ~ 
ferner muss der reelle Theil des Exponenten egat.iv sein in dem erstea 
Ausdruck far z < 0: in dem zweiten Ausdruek dagegen fiir ~ > O. 
Fotglieh haben wir das erste Mal das obere Zeichen, das zweif~ Mal 
dagegen das untere Zeichen zu nehmen~ un.d so erhalten wir far da.q 
erste Medium :
' L '  e ~ '~ ~ ~ /~ ~i,, ~ ) 
~t..i~q) + ,~ .[zst.,,~ ; , )  
w' - - - - - i L 'e  ~-  \ ~ , 
. . . .  =~inq~__ o [~inq' 
und fiir )]as zweite Medium: 
u(~- L~ e - '~ ' t  --77-' + '~"k -  ~ ' -  - 
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, z sin r + i 2n (x  sin q,, 
w, = iL ,  e - '~S- ,  \ - -~- - -  'r), 
2%ia  t _ 2rt zs inqh . /:~ sinrp, t '~ 
A~ ~--- L~ ~;ttsinqo ~e ~7-'-+'~;'~'--~'---u 
worin skatt iL 's incp und iL j  sin~pl einfach L'  und L 1 gesetzt ist. 
Wir erhalten somit fiir die Bewegung in dem ersten Medium: 
u = S eos~ e '~ 'k  ~ {') + S'eos,r  e ~ ~ - 
/ x  sin 9' + ~ co~ q~ 
w = - -  S s in  9 e~ ~" k X 
L, e2nZstnq,.. ~  /~sin~p t'~ 
+ 
5~ / x  sin~o - -  : eosq) t 
i~'~ k ~ Y)~ 
as in~ [x  sift ~0 
A = .~ '  2Z~a ~s ln~ [xein<p 
~1 sinq~ e " 
and fiir die Bewegung in dem zweiten Medium: 
[acuinrp,+zcosfpt t )  _ zsia(pt __ . i '2zt. . . .  z=~- - l - ,  
u, =S,  cosg, e " ~, +.13, e , 
[~ ~in ~, _ 
. / xs ingh ' - l - zeon  r t )  
,wj = - -$1  s in% c --1- i L l e ~, ~, ~, r}  
~in ~pj + ^ Ix  sin ~p, t 
2 r t ia j  
AI ~ Ll  ~1 i~1 sin qot 
Setzen wir nun diese Werthe in die Grenzgleiehungen ein, so 
ergeben sieh zur Bes~immung der Constanten S'~ S1, L': und L t die 
vier Gleichungen: 
(S "4- S') cosq~ -4- L '  ---~ S I cos% -q- .Lt ,  
(S ~ S') i sin r - -  L '  = S t i sin ~t + LI , 
~(1 - -  2 sin~cp) (S -  S') i sinq~ --I- 2~ sin~q~ L '= 
= ~t(l - -  2 sin%pt ) S l i sin~0t - -  2~ t sin~% L I ,  
2~ s in~ (S --]- S') eos~o - -  ~ (1 - -  2 sin~(p) L '=  
~--- 2~1 sirt791 St c~176 - -  ~l (t - -  2 sin'2~l) L~ . 
Wit eliminiren zuniiehst aus diesen Gleiehungen S 1 eosqot und 
S~ i sin 9h ; dann ergieb~ sich : 
2~.  (~ + S') eos~ - -  (~ - -  2"~o) L '=  - -  ~ ,  L~,  
wo gesekzk ist: 
co ---- ~ sin~q~ - -  ~, sin~qh ;
]aieraus folgt: 
l{eflexion uud l'~vechut,g des I,ichh,s 495 
- -  (~ - -  2~)  (~ - ~ - 2~)  ( s -  ~") i ~in~. 
Setzen wit dam~ diese WerLhe in die beiden ersten Gleichangen 
ein, so ergiebt sich: 
+ (~ - tt - -  2~)  '2 (S - -  S') i s i .% 
t I ( t  q- t , )S ,  i sin if, =4  to ~ (S+ S') cos ~o q-{t e, q- ( t - -2 toy  ~ }(S--S ' ) /s in q~. 
Nehmen wit nun dem Obigen entspreehend an, es haben dies,, 
beiden Gleichungea die Form: 
(I I)  S~ = M(S -~ S')  + iN(S  - -  S')  = iM ' (S+ S')  -4- N'(S - -  S'), 
so erhalten wir : 
[~  oos~o st~+(t~+2to)~ N sinq~ ( t , - t , - - ' ) -~a)  ' 
(7)  |~ , , _  c%s~ . . . .  4w ~_  N'-~- si;,w ,~ , -4 - ( t -~5o)  ~" 
( '*~--  sin cp~ ~ (e -b ~,) ~ sinqq h(~-b t0 
WO 
(8) to = t sin~ tp --  t, sin ~ 9~,. 
Auch hier is% die Bedingung flit die Erhaltung der lebendigen 
Kra f t :  t sin q0 cos r
MN'+ M'N = - =  - -  
undes  wird derselbea durch (lie Wer~he (7) Geni|ge geleistet. 
c. Verg le iehung mit  der  Beobaehtung.  
Wi r  mtissen nun untersuchen, ob (lie fitr die Reflexion und Bre- 
ehung geflmdenen Formeln mit dell Resultaten der Beobachhmg in 
E ink lang  zu bringen sind. 
Zun~chst stcllen wit die Formeln zusammen, indem wir die Be. 
wegung in der ~Eitdallsebene bestimmen durch den Werth der Ver- 
r i ickungen, welche in der Wellenebene stattfinden, Es is, danu (lie 
Bewegung in dem einfallenden Strahl dargestell~ durch die Gleiehungen: 
Vi ~ /ur \ /t 
[z~tnq,+ : e*~tp 
ferner die Bewegung in dem refleetirten Strahl: 
""'"'P-*~176 ~) 
9 / x~ i .2 - ,  o0, r t \  
u~cos ~ -}- w~sin cp = S'e' ~" L - -z- .......... ~1, 
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endlich die Bewegung in dem g~brochenen Strahl: 
[xsinqh + zzosr t)  
~/rCOSfPt  - -  wrsin r = S~ e 
Diese Gleichungen sind symbolische; die fiir die Verr[ickungen 
angegebenen Werthe bestehen aus einem reellen und aus einem ima- 
gin~iren Glied. Nun sind abet die Differentialgleichungen u d die 
Grenzgleichungen~ welchen die Verr[ickungen u, v, w Geniige zu leisten 
haben, alle linear in Bezug auf die Verriickungen; ferner sind die in 
diesen Gleichungen enthaltenen Constanten s~immtlieh reell; folglich 
m~issen die reellen und die imagin.~ren Theile der gefundenen L5sungen 
fiir sich LSsungen der Gleichungen sein. Indem wir also einfaeh die 
reellen oder die imagin~en Theile der obigen Ausdriicke nehmen, er- 
hal~n wir reelle Formeln fiir die Reflexion und Brechung. 
Dabei ist zu berficksichtigen, class die Griissen P', S', P1, St fin 
Allgemeinen complex imagin'~ire Werthe erhalten. Es sind diese GrSssen 
(lurch die GIeiehungen bestimmt: 
(1) P., ---- M( .P+ ~")+ iN( l " - -  ~") ---- iM'( .P+ 23 + Ze'(P-- :t"), 
(1I) S ,= M(S+ S ' )+ iN(S - -S ' )= iM ' (S+S' )+N' (S - -S ' ) ;  
es ergiebt sich also: 
(M-  iv') - i (~'--  ~v) 
(M~v'+ M'lV) 
lind ffa" ,S" und S I erhalten wir dieselben Ausdrfieke durch die GrSssen 
M, N, M'~ N" und S. Wir setzeu dahcr: 
Nehmen wir nun die reellen Theile als LSsungen des Problems~ 
so erhalten wir filr den einfallenden Strahl: 
v, = Peos2z~ ( x ~inq~ + zoos, _ t.) 
q,icos 9 - -  wisin cp ----- S cos2= (x s inq0 +zcos~ ~) 
filr den refleetirten Strahl: 
it 2 '  
und f[ir den gebrocheuen Strahl: 
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.-- ~]+~,}  , 
~cos~,  =- ~ iu~,  = S~cos {2~ (~i.~,. +z, ~o~, ~)+ ~,}. 
Ferner sind die GrSssen P~, N, P~, S~ und die Winkel o, o, co,, 
a~ bestimm~ dutch die Gleiehungen: 
~e~ ~ ~ (M-  2V')-i(2g'-~) . 
(2~+~') -~ ~(M'+ N) 1~, 
.Pr et~ / 
(M N') -- i(M'-- N) ~, 
(M2v'+ ~'2r 
"2 (IVl N'+ M'N) 
und damit dig Bestimmung eine eindeatige sei, wollen wir noeh fbst- 
setzen, class P,, P~ mit P und St, S,. mit S dasselbe Vorzeiehen haben 
sotlen~ und dass die Winkel .% z, to,, a 1 zwischen 0 und 2~ zu 
nehmen sind. 
Wir untersuehen zun~iebst, ob die Gleichung der Erhal~'tmg der 
lebendigen Kras erfiillt ist; es muss dies nothwendig der FalF sein; 
wir haben also eine Probe ftir dig ltict~tigkeit der Reehnung. Es ist 
bekanntlieh diese Gleichung der Erbaltung der lebendigen Kraf~ fur 
das senkreeht auf die Einfallsebene schwingende.Lieht: 
.p2 ~ ~>? ~ ~ r~ sin ~p, cos~p~ .
s2~n ~cos cp 
se~en wit in diese Gleichung die oben gegebenen Werthe ei% so er- 
~ebt sieh: 
{(:~+ ~v,) - i(M'+ ~v)} {(M+ ~V') + ~(M'+ lV)} - -  
- -  { (~- -  ;V') -- ~(~'-- N)} {(~--  lV') + i (M ' - -  lV)} = 
4 s'si. ncp~c0scp! (M-N'+ M'N)  ~, 
e sm r cos q~ 
oder 
~l shlq~l coscpj 
4(MN'-.{-- M'.N) = 4 ~e- j~-  (MN-4- M'N)~; 
dle Bedingung der Erhaltung der lebendigen Kraft wird also ffir das  
senkrficht auf die Einfallsebene sehwingende Licht: 
M.N'.4- M 'N  ~ ~siu~ cos,~ 
sl sin opt cos~t 
und demnaeh fiir das in der Einfailsebene sehwingende bieht: 
sinq0 cos~. 
MN'+" M'N == il sinq~, r 
Wie wir sehon oben hervorgehoben haben, leisten die gefundenen 
Werthe diesen Gleiehungen Gentige. 
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Die angegebenen Formeln gelten fiir den Fall der partiellen Re- 
flexion; wir haben neben dem rettectirten einen gebrochenen Strahl 
erhalten. Dabei is~ vorausgesetzt, es sei sin~i < 1, also eos(p~ reell 
und damit auch die ach$ GrSssen M und M. Die Voraussetzung isb 
immer erffill~, wenn 
(% (%1 - />  ~-7; 
denn wir haben dann~ da 
sincpt = a~ ~ sin% 
sin % < sin r < 1. 
Ist dagegen 
so wird far 
a a I u 
sin rp > a ~, 
sin~0 t grSsser, als 1, folglieh eosrpi imaginiir, mid dann sind auch 
die Gr'6ssen M und M zum Theil imagini~r. Die Betrachtunff lehr~, 
(lass in diesem Falle tier gebrochene Strahl verschwindet; es tritt totale 
Reflexion sin. 
Wir mtissen daher in diesem Falle far die Bewegung in dem 
zweiten Medium Ausdr~ieke rhalten, welche in endlicher En~fernung 
yon der Grenzebene z ~ 0 einen verschwindend kleinen Werth be- 
si~zen. Dies geschieh~, wenn wit 
cos ~t -=-- i//sT~cpl -- 1 
setzen; denn wir haben dann: 
r l __ WrSincpl = S1 e i "r '~tt '  ~<----u 
und der Factor 
2~ 
e-- ~ , v~-  1 
wird ffir endliche positive Werthe yon ~ verschwindend klein. 
dlirfen wir yon den Liisungen nfi~ 
cos~l ~ - -  i / / s in2r  - -  1 
keinen Gebr.auch machen i denn wit erhielten dann den Factor 
e-y 
welcher mit der Entfernung yon der Grenzebene bis ins Unendliche 
zunimmt. Wit haben also in den Ausdriicken ffir die GrSssen M und 
M ebenfalls cos~j ~- i / / s~%-  ] zu setzen~ und es werden dann 
Dagegen 
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erstens M und N imagin~r, w~hrend M' und N' reell bleiben; ferner 
wird N' imagin~r, w~hrend M reel1 bleibt; fiir die GrSssen M" und 
N haben wir den Wer~h null erhalten. Wegen der folgenden Un~er- 
suchungen, wo wit fiir die GriSssen M" und N yon null versehiedene 
Werthe erhal~en werden, nehmen wir" an, es set in dem be~rach~eten 
FalI M" imagin~r und N reell. 
BerOcksiehtigen wir aber, dass die GrSssen M,  N, M', N' reell, 
dagegen die Grbssen M', N', M, N imaginiir sein sollen, so kSnnen 
wir setzen: 
p .= (~- -  iM') + ~(N + iN') 
- -  (M -- iM') -- i (~  + i2V') "P' 
S'-~- (iM + M') -I- i(iN -- N') 
- -  ~-+- - i~ ' )  : ~(~N N ' i  S ,  
wo die Ausdr~c]~e (M --  iM ' ) ,  (N + iN ' ) ,  ( iM + M') und UN --  N') 
reell sind; daraus folgt, dass wir jetz~ setzen kannen: 
p '= e~,'i .p, S '=  e,'~ 8 ; 
mithin wird die Bewegung in dem total refleetir~en Strahl dargestell~ 
dutch die Gleiehungen: 
+ ---s t 
und die beiden Winkel co' und a' werden bestimm~ dureh die Glei- 
ehungen: 
(M - ~V') -- i(M'-- N) 
. N ) N ' )e~, ~ __-~ (M ~ ~ - -  " '-- . 
(M -4- i(M'+ N) 
Wit gehen nun zu der Untersuehung ~iber~ unter welehen Be- 
dingungen die for den Fall ether par~iellen mad die for den Fall ether 
to~alen Reflexion aufges~ellten Formeln mi~ den Resultaten der Beo- 
bachhmg iibereinstimmen. Zu diesem Ende brauchen wir bloss zu 
untersuchen~ 9 b die Ausdriicke, welche aus unsern Formeln fOr die 
dutch die Beobach~ung direct hestimm~en Orbssen folgen~ mi~ den- 
jenigen in Uebereins~immung zu bringen sind, welehe en~weder aus  
den Fresnel'sehen, oder aus den Neumann'sehen Formeln folgen; 
denn wie wit schon S. 472 hervorgehoben haben, s~immen die yon 
Fresnel  oder die yon Neumann far die Reflexion und Brechung ab- 
gelei~eten Formeln mi~ der Erfahrung iiberein, je nachdem wir die eine 
oder die andere Annahme fiber die Beziehung zwisehen Sehwingungs- 
ebene nnd Polarisationsebene maehen*). 
*) Auf die Beobach~ungen yo  Jamin, weleher klelne Abweichungen yon 
diesen Formeln gefunden haL, werden wit sparer zurflekkommen.. 
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Als direct beobachtet kbnnen wir die folge~den GrSssen ansehen: 
Die geradlinige Polarisation und die Drehung der Polari- 
sationsebene in dem reflectirten und in dem gebrochenen Strahl 
nach einer partiellen Reflexionl 
Die elliptische Polarisation eines total retiectirten Strahles. 
Demnach soll erstens bei partieller Reflexion eines geradlinig 
polarisirfen Strahles der refiectirte und der gebrochene Strah] gerad- 
linig polarisirt sein; es muss also sein: 
s in (eo - -q )~_0 ,  sin(co 1 - -61)=0.  
Durch Einsetzen der Werthe folgen hieraus die Bedingungen: 
M'+N IW+N M' - -N  M' - -N 
Zweitens sind die Formeln fiir die Drehtmg der Polarisationsebene 
im reflectlrten und im gebrochenen Strahll wenn wir mit F resne[  
q 9 O I  annehmen, dass die Schwm~,ungen senkrechf auf die Polarisafionsebene 
stattfinden: 
Stcos6 eos(cp + cp,) ~ Srcos~ l 
P~coso ~ cos(cp ~ q0,) /) ' Prcosco, cos(cp--r i 
wir schreiben die Bedingungen in dieser Form, damit keine Zwei- 
deu~igkeit wegen des Zeichens tattfinde. Setzen wir in diese Formeln 
die oben angegebenen Werthe ein~ so ergebeu sich mit Riicksicht auf 
die eben erhaltenen Relationen die folgenden Bedingungen: 
~+~ m   N' ~M'+ N = cos (~ - -  r 
M ~-, N' M'--N 
:: ~ '  "--~-~=:~T = eOS(~ + 90- 
Machen wir dagegen die Annahme, dass die Schwingungen in 
der'Polarisationsebone stattfinden, so sind die Formeln f~ir die Drehung 
der Polarisationsebene g rade umgekehrt: 
P+costo cos(q0 + r P /~cos~, 1 P 
8+cos~ - cos(cp -- m~ ~ ' S~cosoi ---~ cos(q0 --%) ~ " 
Die in diesem Falle auf~etenden Bedingungen werden also aus den 
oben steheaden erhalten, indem die GrSssen M, N, M', iN' and die 
GrSssen M, "N, M', N' mi~ einander vertauscht werden. 
Endlich sind die yon F resne l  ftir die elliptische Polarisation 
eines total reflectirten Strahls abgeleitelen Formeln die folgenden: 
cos (if' - -  ~') === co_ s%p c0s~q~l + sin~cp sin%p1 
cos%p cos2~0~ :- ~in%p sin%pt ' 
2 i sin q~ cos r sin <p+ cos r
sin (# - -  o') ---~ toe ,  eos~ , -- sinks; sin -~ ~0--] "
Diese beiden Formeln sind aber in der folgenden erhal~en: 
cos (q~ -- ~p,) 
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Durch Einsetzen der Werthe ergiebt sich hleraus die Bedingung: 
(M -- N') -- i(M'-- 2V) (M + N') -- i(M'+ N) cos(q~ -- q~t) 
(9/+ -~') -- i (~ '+ lV) (M ~ ' - - - ~  ~ cos(~ + ~) " 
Nun sollen die oben bei AnmLhme einer partiellen Reflexion er- 
haltenen Bedingungen fiir jeden Werth yon cp gelten, dem ein reelles 
q~t enLspricht; dann werden sie aber auch noch gelten~ wenn sincpt > 1 
wird~ und sobald das der Fall ist, wird der eben abgeleiteten Be- 
dingung Geniige geleistet. 
Ganz dasselbe gilt in dem Fall% wo die Schwingungen in der 
Polarisationsebene stattfinden sollen; wir haben dann start der Fres-  
nel'schen die Neumann'schen Formeln ftir die etliptische Polarisation 
des total reflectirten Strahles anzunehmen i diese Formehl werdea abet 
aus jenen erhalten durch Vertauschung yon a" und co'; es sind also 
wieder die GrSssen M, N, M'~ N' und die GrSssen M~ N, M', N' mit 
einander zu vertuuschen. 
Folglich kSnnen wir das Resaltat der eben angestellten Betrach- 
~ang in den iblgenden beiden Siitzen zusammenfasscn: 
Sollen auf Grund der Annahm% dass in einem geradlinig polari- 
sirten Strahl die Schwingungen senkrecht auf die Polarisationsebene 
stattfinden, "die erhaltenen Formeln fiir die Reflexion und Brechung 
mit der Beobachtung in Einklang s tehen~ so m~issen die Bedingungen 
erfiillt sein: 
M 4- N" M'+ N .= cos(q~ -- %), 
0II) M + N' = M'+ fi 
M -- N' M' - -  N cos(9  + ~). 
Soll daffegen eine solche Uebereinstimmung bestehen auf Grund 
der Annahme, dass die Schwingungen in der Polarisationsebenc statt- 
finden, so muss sein: 
~r+ N'  ~ 2~'+ ~ cos(q) - -  %) 
( IV )  - :N = , 
= t~' - :  N = cos (q~ + %). 
Wir kSnnen diese Rela$ionen auch noch auf eine etwas "andere 
~'orm bringen, indem wlr die GrSssen M, N, M'~ N' bestimmen durch 
die GrSssen M,  N, M' ,  ZT,. Es folgt dann aus den Gleichungen (III): 
M ~- M cosr cos% + N' sin(p sinqh, 
N == AT cos9 cos(pt + M's in9  sin%, 
M'-~- M" cos9 cos~ol -~- 2q sin~ sin9 t , 
N'~-~ iN' cos 9 cos% + M sinr singt ; 
dagegen aus den Gleichungen (IV): 
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M --~ Mcosm cosqh ~ N'sin ~p sin~, 
r - cp~) cos(q0 + q~l) ' 
N ~ Ncos(p cosq~, - - M'sincp sin ~p, 
cos(q~ - - ~i) cos(cp -F %) ' 
M' ~--- M'cosq~ cos~l -- Nsin ep sin r 
eos(q~ - - ~i) cos(q~ -k- %) ' 
N" ~ N'cos r cos r -- Msinm sin q~, 
cos(q0 - -  ~i) cos(cp 4- opt) 
Setzen wir also, was far die nachfolgenden Untersuchungen ana 
bequemsten ist: 
{ M~ cosep sinm F~, (v )  M'= cos ~ N '= sin r 
, 
so muss sein~ under der Annahme, dass die Schwingungen senkrecht 
auf die Pblarisa~ionsebene s~a~finden: 
F, ----- cos~(p~ M-~- sinq~, cosmA sin~ ~ N', 
sm q~ cos r 
/~,~  cos~ cos~, N- -  sin% cos% M', 
(iii~) sin q~ cos 
F~ = sin~, cos~ M'+ sin~cP sin~cP~ 2~, 
s:n ~p cos cp 
slnqfl cosqfl COS~ r .~ ,~ Sill ~ % M ; 
/7'4 ~ sinc~ cosep 
dagegen unter tier Annahme, dass die Schwingungen i der Pob~risations- 
ebene stattfinden: 
= 
_ 
F~--~ 
cos2% M sinm~eosq0, sine ~ N" 
sin qo cos q~ 
cos (q~ -- r cos(~ A- ~,) 
cosZcp cos~ r 
sinq~cosqv 2~r-  sinq)lCOSCpl -/~' 
eos(qo -- qfl) cos(~ + opt )
sin% cos% M' - -  sin~q~ sin~cP' _N 
. sin qv cos r 
cos(q~ -- qfl) cos(cp -4- cp,) . 
sin~, cos~, cos2q~ 2( ,  _ sin~cp t M 
slncp coscp 
cos(~ -- r cos(~ A- qh) 
Die Untersuchung, ob dem einen oder dela andern dieser Systerne 
yon Gleichungen Gentige geleistet wird dutch die Werthe, welche ~r i r  
fiir die ach~ GrSssen M und M gefunden haben, ist nun sehr einfaal~. 
Es soll n~mlich nach den Gleichungen, (6) S. 492: 
N---O, N'~---O 
sein, dagegen.nach den Gleichungen (7), S. 495: 
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so ~ esin~sp 
Wir sollen also haben, welche 
Polarisatiortsebene aueh annehmen 
e~ej - -2o J - - - - -0  
oder 
SO m--~__- 0 ) 
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der beiden Definifionen wir fiir die 
mSgen :
und co -~- O, 
' ~  ~1" 
Die Gleichungen ffihren demnach gleiehzeitig auf die Fresn  el'sche 
hnnahme gleicher Elasticit~t, wonach e sin2cp ~ ~j sin2(h seia soil, 
und auf die Annahme gleicher Dichtigkeit; die eine der beiden An- 
nahmen schliesst aber die andere aus. 
Hieraus folgt, dass dutch keine Annahme fiber des Verh~l~iss 
der Dichtigkei~n, die einzige GrSsse, fiber welche wir verFtigen kSnnen, 
die ffir die l~eflexion und Brechung erhaltenen Formeln in Einklang 
mit den l~esultaten der Beobachtung kSnnen gebracht werdeni es steht 
also die entwickelte Theorie in Widerspruch mit der Erfahrung. 
Und zwar soll noch hervorgehoben werden, dass bei keiner hm~ahme 
fiber des Verhgltniss der Dichtigkei~en die beiden Griissen so und a - -  s t 
gleiehzeitig kleine Werthe annehmen, der einzige Fall ausgenommen, 
wo das Brechungsverhiiltniss ftir die beiden Medien nahe gleioh eins 
und in Folge devon die Reflexion fiberhaupt gering ist; wir stossen 
also auf eine ganz bedeutende Abweichung zwisehen Theorie und 
Beobachtung, eine Abweichung, an deren Erkliirung durch Beobach- 
tungsfehler nicht zu denken ist*). 
d. Die l?ormeln yon Cauohy. 
Wit wollen bier noch etwas niiher eingehen auf die Formeln~ 
welche Cauchy  flit die Reflexion und Brechung abgelei~et hat. Es 
haben n~mlich diese Formeln, ganz abgesehen yon ibrer kIerleitung, 
eine gewisse Bedeulung dadurch gewonnen, dass nach den Beobach- 
~ungen yon Jamin  und Andern wirklich Abweichungen yon den 
Fresne l ' schen Gesetzen der Reiiexion und Brechung stattfindeD, und 
zwar solche ABweiehungen, wie sie naeh den C a u e h y'schen Forlneln 
im Allgemeinen eiatreten sollen. 
*) Die Vergteichung zwischen Theorie und Beobachtung kaan leicht welter 
gcRihrt werden; es ergiebt sich dann namenflich, dass naeh der Theorie tier 
partiell reflectirte Strahl eine ellip~ische Polarisation besitzea soil, welche einer 
g~nz robert Beob~ch~ung icht cntgehen k~innh~, und da~s die elliptische Polari- 
sation, "~elche nach der Theorie ein tof~l refiectir~er Strahl besi~en sell, yon 
der wirklich beobachte~en gaaz verschieden ist. 
504 K*~r~ VoN ~ MOHLL. 
Die yon Cauchy  abgelei~e~en ]~ormeln sind, wenn wir yon der 
im Vorhergehenden eingeffihrten Bezeichnung Gebraueh machen und 
die neben dem Brechungsverh~il~niss auftretende zweite Constante, den 
sogenann~en Elliptici~coeffieien~en~ mit E bezeichnen: 
tg(a, - -  eo,) = E sin r ~g(r - -  %) ,  
tg(,~ -- ~, - -  co + co,) = Esin~ tg(~o + %), 
S~  cos~(~o + m~) "-F -E2 sin~ ~ sin2(cO "-F ~) S ~' 
p-~ ~ cos~(~p -- opt ) + J~':~ sin2ep sin" (~ -- ~t) P---~ '
S,, ~ 1 ,S ~' 
t~7 ~ cos~(~o -- q~l) + E2 sin2~ sinT(cP -- q~l) -P--2 " 
Es wird hiebei angenommen, dass die Schwinguugen senkrech~ auf 
die,Polarisationsebene sta~tfinden sollen, und die Unbestimm~heit des 
Zeichens, welche clio quadratische Form der beiden letzten Gleichungen 
mit sich fiihrt~ wird dadurch beseigigt, class ftir den Fall E ~ 0 die 
F resne l ' schen Formeln gelten. 
Fiihren wit nun in diese Gleichungen die Ausdriieke der GrSssea 
S, P~ a, to in den M und M ein, so ergieb~ sich: 
(M'+ N) (M+ N' ) -  (~ + N') (M'+N) 
(M -- W)(3/'-- N) -  (M'- N)(2~-- hr') ~ Esin q~ tg(tp -~ r 
(~ - N') ( -~- -  .iV') +~-M'-- N) (~'-- ~) 
(M + N')~ + (M'+ N)' = eos~(c p _ ~)  + E.,sin~ @ sin~(9 ~ __ ~) (-~-+ ~V')~ + ~'+ ~)~ 
(M - -  N')'  "t- (M ' - -  N) ~ ~-- COS. t (r E%in ~ ~o sin ~ (9~ (~_  ~,,)~-+--~,_--~-~ + ,~,) + + %). 
Hieraus folgt, wena das Vorzeichen so gew~ihlt wird, dass die 
Formeln fiir E ~ 0 mit den Formeln (III) tibereinstimmen: 
M + N '= (M + h r') cos(cp ~ 9h) -- Es incp(M'+ N)  sin(cp -- %) ,  
M'+ N ----- (M'-f- N)  cos (9~ - -  %) A- E sin (p(M -}- xN') sin (cp --  opt), 
M ~ N'----- (M- -  N') cos(cp + %) -}- Es inqo(M'~ N)  sin (r -1- r 
M'-- N ~--- (M ' - -  N)  cos(~ -t- qb) -- .Esin ~(M- -  N ' )  sin (~o -/- 9o,). 
Wollen wir dieselben Formeln fiir die dutch Beobachtung be- 
stimmten GrSssen erhalten auf Grund der Annahme, dass die Schwin- 
gungen in der Polarisa~ionsebene stattfinden, so brauchen wit nur die- 
jenigen Relagionen stat~ der obigen anzunehmen, welche aus denselben 
hervorgehen dureh Ver~auschung der Grassen M, ~ M'~ N" and der 
GrSssca-M~ N, M', N' mit einander. 
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Es hag nun Jamin* ) ,  ia Uebereinstimmung mit Erseheinungen, 
welche Airy am Diamanten beobachieg hat, gefunden, dass das re- 
ilectirte und alas gebrochene Licht im Allgemeinen elliptisch polarisiri 
sei~ and class bei einer Reflexion nnter dem Polarisationswinkel das 
Verhgltniss der Amplituden des senkrecht auf die Einfallsebene und 
des in der Einfallsebene polarisirten Strahls nicht genau null is~, wie 
dies nach den Fresnel 'sehen Formeln tier Fall sein sollte, sondern 
class dieses Verh$1tniss nut ein Minimum wird. Diese Beobachtungen 
stimmen sehr gut iiberein mit den Cauchy'schen Formeln i alleln es 
kann dies kaum fiir die ICichtigkeit dieser Formeln sprechen, ,sell die 
ConstanCe /~ einen ~iusserst kleinen Werth erhiilt und ein Einfluss 
derselben ur wahrzunehmen ist, wenn der Einfallswinkel dem Pola- 
risationswinkel nahe gleich ist; es hat deshalb aueh Jamin  den hus- 
(]rack E sin~0 als eine Constante betraehten kSnnen. Ferner ist an- 
zuffihren, (lass nach Cauchy's  Theorie der Werth des Ellipticiti~ts- 
coefficienten, welcher bei der Reflexion an der Grenze zweier ver- 
schiedener durchsichtlger Substar~zen auf~rigt, ia einfacher Weise folgen 
soll~e aus den Werthen der beiden Ellipticitgtscoefficienten, welche bei 
der I~eflexion an tier Grenze zwischen Luft und den beiden durch- 
sichtigen Substanzen auftreten ; damit stehen die yon Jamin  an Fliisslg- 
keiten angestellten Beobaehtungen in Widersprueh. 
Wit k5nnen also aus diesen Beobachtungen hSehstens chliessen, 
dass kleine Abweiehungen yon den F r e s n e l'schen Formeln st~t~finden; 
solehe Abweichungen erhalten wit, wean wir anneilmen, dass die 
OrSssen M und M den Gleiehungen (III) bei Annahme der einen and 
den Gleichungen (IV) bei Annahme tier andern Definition der Pola- 
risationsebene ut angenghert Geniige leisten. 
. 
Allm~hliger Uebergang yon dem einen homogenen Medium zum andern 
vermittelt durch unendlich viele unendlich diinne homogene Schichten. 
Die im Vorhergehenden entwickelte Theorie der t~eflexion und 
Brechung steht, wie wit eben gesehen haben, in Widerspruch mit der 
Erfahrang. Prfifen wit rait R~ieksicht hierauf die der Theorie zu Grunde 
gelegten Annahmen, ~o erweist sich eine derselben als durchaus nicht 
*) Ann~les de ehimio et de physique, tlI. B~rie, t. 29, 30. St. 
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nothwendig. Es ist dies die Annahme, dass zwei homogene Medien 
yon versehiedener Dichtigkeit and ElasticitKt in einer Fl'~ehe an ein- 
ander grenzen. Danaeh ra~issen, wenn wir uns den ganzen Raum yon 
einem elastischen Medium erf~illt denken, die Dichtigkeit uad die 
Elastici~t, betrachtet als Funetionen des Orts, beim Durchgang dutch 
eine F1Kehe ihren Werth sprungweise ~ndern. Wit kSnnen abet ebenso 
gut annehraen, dass ein soleher Sprung nicht stattfinde, sondern eine 
stetige Aenderung; es miissen dann im Innern einer Schieht, welche 
die beiden homogenen Medien yon einander trennt~ die Werthe der 
Dichfigkeit and der Elastieitat sieh mit dem Orte stetig ~i~dern. Ffir 
diese Annahme sprieht eine grosse Zahl yon sehr verschiedenartigen 
Beobachtungen, wonach die Beschaffenhei~ der KSrper in der N'~he 
der Oberfl~ehe ine andere ist, als ira Innern. 
Allein aueh bei der Annahme eines solehen stetigen Uebergangs 
w~e das Resultat der vorhergehenden Betraehhmg, wean es rait der 
Erfahrang .in Einklang st~nde, wohl aufreeht zu erhalten. Denn es 
is~ zu vermuthen, dass, wenn der Uebergang yon dem einen Medium 
zura andern stetig, aber sehr raseh stattfindet, dieselben Forraeln gelten, 
wie wit sie bei der Annahme eines p15tzlichen Uebergangs erhalten 
haben, und die folgenden Betrachtungen werden zeigen, dass diese 
Vermuthung wenigstens in dera Falle zutrifft, wo die Diehtigkeit der 
beiden homogenen Medien dieselbe ist. Danach w~rde aus der ange- 
stellter, Untersuehung der Schluss zu ziehen sein, dass die Annahme 
eines sehr raschen Uebergangs yon dem einen Medium zum andern 
mi~ der Erfahrung in Widerspruch steht. 
Wir suehen daher due Problem jetzt unter der Vorausse~zung zu 
15sen, dass ein stetiger Uebergang in Bezug auf Diehtigkeit und Ela- 
stieit~ yon dera einen homogenen Medium zum andern stattfinde, ohne 
fiber die Dieke der Schieht, innerhalb welcher der Uebergang sieh 
herstellt, irgend eine Annahme zu maehen; wit betrachten diese Dieke 
als eine im Allgemeinen endliche GrSsse, und wenn wir dann dieselbe 
-sehliesslich versehwindend klein gegen eine Wellenliinge setzen, so 
werden wir wieder zu den oben erhaltenen Formeln gelangen. 
Um ferner das Problem mittelst der im Vorhergehenden benutzten 
Formeln behandeln zu kiSnnen, werden wir uns zun~chst den Ueber- 
gang yon dem einen Medium zum andern vermittelt denken dutch eine 
Anzahl homogener Schichten; yon der einen Sehicht zur andern sollen 
sieh Diehtigkeit uud Etasticit~t sprungweise iindern, and zwar s% dass 
die Werthe dieser GrSssen fiir eine bestiramte Sehieh~ immer zwischen 
ihren Werthen ffir die beiden benaehbarten Schiehten liegen; wir 
werden dann die einzelnen Schichten unendlich diinn und ihre Anzahl 
unendlich gross setzen; so gelangen wir sehliesslieh zu einera stetigen 
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Uebergang in Bezug auf  Dichtigkeit und Elasticit~it yon dem eine'n 
homogenen Medium zum andern*). 
Wi r  nehmen also zun~chsi an, es befinden sieh zwisehen den 
beiden Medien m ebene homogene Sehichten yon der Dieke 
ferner seien die Wer the  der Dichfigkeit und der Elasticitiit fiir die m 
Sehichten : 
9 t 9 t t 
v ! , , . , t , , ~ .  
a l  t ,  a 2 ? a 3 ~ ~ h~ 9 
Wit  haben dana ftir die kleinen Schwingungen in der h t~" Schicht 
ein System Differentia]gleichungen, welches aus den Gleichungen (1), 
t 
Seite 490, fo lgt ,  indem wir die Constante a ersetzen durch ~.  Zur 
h 
Unterscheidung wollen wir die Verriickungen und den Multiplicator in 
der h t~ Schich~ 
' v '  ' N ~h~ h~ Wh) h 
nennen;  ferner wollen wit die Ordinate z immer positiv nehmen yon 
dem hnfang  der Schicht  und deshalb in den Gleichungen fiir die h t~ 
*) Es ist das in gewissem Sinne die Erweiterung elner yon P. H. Zeeh, 
Pogg. Ann., CIX, 1860, angestellten Betrachtung, allerdings auf ganz andorer 
Grundlage. In tier erw~hnten hbhandlung hat n[~mlich Zech versuoht, aui 
Grund der N earn anu'schen Formeln ffir die Reflexion and Brechung, und damit 
auf Grund der Neumann'sehen Definition der Polarisationsobene, ffir die durch 
Beobachtung bestimmtea Griissen kusdrficke abzuleiten, wie sie auf Grund der 
entgegengesetzten Definition die Formeln Cauchy's liefern, und er hat dieses 
Ziel erreicht, indem er zwischen den beiden Medien eine dfinne homogene Schicht 
yon mittlerer Elastieit~t annahm. 
Ferner hat Lorenz ,  Pogg. Snn. CXI, 1860, eine ga~z 2hnliche Reeh- 
hung, wie die, welche wir anzustellen haben, ni~mlich fiir den Fall einer unend- 
lioh grossen Auzahl yon unendlir d(innen Sehich~en, auf Grund der Annahme 
durchgeffihrt, dass f(ir die Refiexioa und Brechung an der Grenze zwder Medien, 
welche yon einander nur unendlich wenig versehieden sind, die Fresnel'schen 
Formeln gelten. Die I~echnung ergiebt dann, dass auch fiir den Fall einer end- 
lichen u zwischen den beiden ~edien die Fresnel'schen Formein 
ge]ten, wenn die Gesaml~tdicke der Schichten gegen eine Wellenl~Lnge ver- 
schwindend klein ist, und dass die yon Jamin angestellten Beobaehtungen 
k6nnen erkli~rr werden, wenn man jener Dicke einen gegen eine Wellenli~nge 
kleinen, aber nicht verschwindend kleinen Werth zuschreibt. In einer spi~tern 
Abhandlung Pogg. Ann. CXIV, 1861, hat Lorenz die Annahme, dass flir den 
Fall yon unendlich wenig verschiedenen Medien die Fresnel'schen Fbrmeln 
gelten, zu begr~inden versucht; es muss jedoch dieser Versnch als viillig missiungen 
betrachtet werden; auf dem eingeschlagenen Wege wird man fiberhaupt wohl hie 
zu einem solchen Beweise gelangen, dass die obige, d. h. eine unendlieh oft 
wiederholte 2~n~endung des Sat~c$ erlaubt wave. Vergl. Fortschri~te der l)hysik. 
1861, S. 225 ft. 
508 KARL VO~ v~'L~ MOHLL. 
Sehich~ "-' ' ~ ~' zh statl~ z setzen; es wird dann fiir z~, cl, ~,+ 1 -~ O, Dem. 
nach lauten die Differentialgleiehungen fiir die hte Sehichfs- 
f 0 ~%_z_ ~w;+ 
Ferner ergeben sich an der Grenze tier ht ~ mit der (h - t - l )  tea 
Schieht, also fib 
z'h ~ oh, z ; ,+t  .-~ 0 
die Bedingungen: 
(2) u' ' v . . . .  h- - .~- ,Uh- i _ l . l  h~-------.Vh-~l. 1 ~ Jh=Wh+l .~ 
,r~t t, 
I , (a4 _ aw' ,A  _ +,  (a ,,+1 a,~,~+,'~ 
\~  1++t l ~'` t,-~,, -t- -~)  - -  ~ +~ ~ + ~-~- ]  > 
J , ~ +..,;+ , ~v~,+ ~. (3) ] ,.t,+ ~ ---- ,~+,,+ ~~,++-~, 
/ 
I+,++ + = ++++ .  r'+ I +4+'  3 -  4+, .A ;++I  9 +i  
Es is+ nun am einfachsten+ das erste homogene Medium yon der 
Dieh~igkei~ e und yon der ElasticitBt a aufzufassen als eine null~e uad 
das zweite homogene Medium yon der Dichtigkeit ~t und yon der 
Elast, i c i~  a t als eine (m --~ 1) ~ Schich~; dann gel~en die Gleiehungen 
(1) auch fib diese beiden Medien, und die Gleichungen (2) und (3) 
fiir die Grenzen derselben mit der ersten und mit~ der m ten Sehicht. 
Um die friiher gebrauchte Bezeichnung festzuhalten, ist bloss 0 anzu- 
nehmen, dass ffir die null~e und f~ir die (m-4- 1) t~ Schicht der SCrich 
oben wegzulassen ist;, ebenso der Index 0 ftir das nultte Medium, dass 
dagegea der Index m + 1 durch 1 zu erset~zen ist (z. B. a'o-----'a, a~, + ~.-~ a~), 
und dass die Grenzen yon z~ ~- -z -  oo und 0, die Grenzen yon 
z~, +~ ~- zt 0 and cr sind; die Grenzgleichungen gelten also zum ersten 
t Mal for z---~ 0, z~ ~ O~ zum letzten Mal fiir z,~ ~ c , ,  z t ~ O. 
Wir wollen noch ftir die h te Sehieh~ die Wellenli~nge /t~, and den 
Brechungswinkel <p~, nennen; dana fo l~ aus den allgemeinen Differea- 
tialgleichungen (1) : 
(4) ~ = - ,~,  
uud die Grenzgleichungen (2) and (3) fiihren auf die i~edingungen: 
l~eflexion und Brechung des Lich~es. ~09 
sin r m q~l, sin ~ 
(5) Z = z -T= z-q- 
Es handelt sieh nun darum~ den an der ersten GrenzflKehe reflee- 
tirben und den an der letzten Grenzfl~ehe gebrochenen Strahl zu be- 
stimmen, unter der Voraussetzung, dass ein beliebig polarisirter Strahl 
yon der Sehwingungsdauer T unter dem Winkel q0 auf die erste Grenz- 
ebene einf~llt; dann ist das Problem der /geflexion und Breehung f'[ir 
den angenommenen Fall gelSst. Am einfaehsten gesehieht dies, indem 
man einen allgemeinen Ausdruek fiir die Bewegnng in der h t~" Sehieht 
aanimmt, dann die Constanten so bestimmt, dass den Grenzgleiehungen 
(2) und (3) gen(ig~ wird~ uud sehliesslieh die Bedingungen daftir auf- 
s~ellt~ dass man ftir die nullte Sehieht~ das erste Medium, einen ge- 
gebenen einfallenden Strahl und einen zu bestimmenden refleetirten 
S~rahl~ dagegen Fdr die (m q - l )  te Sehieht, das zweite Medium, nur 
einen zu bestimmenden gebroehenen Strahl erhalte. 
Da in den Gleiehungen (1), (2) und (3) die Verriiekung v yon 
den Verriiekungen ~ und w vSllig getrennt vorkommt, kSnnen wir 
wieder die beiden F~ille gesondert betraehten~ wo die 8ehwingungen 
senkrecht auf die Einfallsebene und wo sie in der Einfallsebene stntt- 
finden. 
a. Schwingungen senkrecht  auf die E in fa l l sebene.  
Wir nehmen zuerst an, das einfallende Licht schwi~ge senkreeht 
auf die Einfallsebene; dann kSnnen in allen Schiehten ur Bewegungen 
parallel der y-Axe stat~finden, und eine allgemeine Lichtbewegung 
yon der Schwingungsdauer Y wird ffir die hte Schicht symbolisch dar- 
gestellt durch einen Ausdruck yon der Form: 
. . . .  ;) ;) {~ sm(#h - -  ~h cosrph / x .  s ln  e#l ..~ r, h oos~ h . t I , 
i2~r I -  =7- 12• ~.  'TF 
v'~ = A~ e \ ~l, + Be, e - ah , 
wonn fiir eonstante Werthe yon zj, der Ausdruck der ExponentialgrSsse 
[ z  sin r t 
e \ 2 2"1 
proportional werden soll, was zur Efffillung der Grenzbedingungen 
no thwendig ist. Dem entspreehend erhalten wir fiir die Bewegung in 
der (h if- 1) t~" Sehicht: 
ig./t 
r i o ! ~x ~in ~#I~ .-{- 1 -- zh '-~ I c s ~ph ..{- I , , ,  . . . .  ; - -  
+ Bz ,+ le  ~" al'+l ; 
setzen wit diese Ausdriieke in die Grenzgleiehung (2) und (3) ein, so 
ergiebt sic/a: 
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e a oos~p~ e a cos ~ 
Al ,+tq -B ,+ l - -~Aae a'a + BI, e a'~ , 
G sin~ cos cp j ,  12~-  - ~- -77- - -1  
Ah+l--~l,+l~--~- E~+I sinq~,+ l COSqp~,.4_ 1 h e ]tPh --~Bhe Zh ) 
Wir haben ferner~ damit wir die frtihern Ausdrticke ffir die Bewegung 
in dem ersien und ia dem zweiten Medium erhalten: 
Ao = P, .Bo ~-  P ' ,  A~+t~t)1 ,  B~+x-~-0  
zu setzen. 
Dutch die zuerst erhaltenen 2 (m + 1) Gleichungen ffir die (m + 1) 
Grenzebenen k5nnen wir uns die 2 (m + 1) Constanten At ,  .B I , . . . .  , 
A,n + x, B,,,+. 1 bestimmt denken dutch A 0 ~/ ) ,  Bo ~/ ) ' ;  wit erhal~en 
so die Werthe yon Am+x und B,~+l in /) und /)', und indem wit 
diese Werthe in die Gleiehungen A,,~ + ~ --~ /)1, B,~ + ~ ~--- 0 einsetzen, 
ergeben sieh zwei Gleiehungen zur Bestimmung yon/ ) '  und ~PI. Das 
Problem ist also vSllig bestimmt. 
Um nun die Gleichungen aufzulSsen, setzen wir: 
Aa + B~ ~--- Ca, A1, -- BI, = iDj,; 
dann erhalten wir zur Bestimmung yon (71, + tund  Dh :~ l dutch Ca und 
Dh die Gleichungen: 
2~% cos~ 2~cl, cos(p~ 
Q, + 1 ~--- G, cos - al D~, sin 6, ' 
*~+ I sinq~+l CoscP~+I l~ -~- Dh COS "aYhe~ ; Dh+l 
es ergiebt sich ferner aus den Bedingungen ftir h---~ 0: 
Co = P + P' ,  i D O =/ )  - - / ) ' ,  
und aus den Bedingungen f t i rh ~ m + l:  
Cm+~ ---- iDm+~ ~ / ) t .  
Wir kSnnen also~ ohne yon den beiden letzten Gleiehungen Ge- 
brauch zu machen, die siimmtliehen 2(m + 2) Constanten C und / )  
bestimmen dureh t )+ P" und / )~/ ) ' i  wir setzen daher: 
i ' = (2  +/ )3  - -  (1 '  - / )3 ,  
= - -  
Dann ergeben sich zur Bestinimung der GrSssen ~ und va die Glei- 
chungen: 
~ + ~ ~-~ #~, cos ~ v~ sin z~---~a ' 
= va cos + ~, sin 
Y~ + t s~, + x sin cp~, + 1 cos r q_ x ~ as 9 ~ 
mit den Anfangsbedingungen : 
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~---~ 1, vo~---0, 
laxld zur Bestimmung der GrSssen ~,, v~ dieselben Gleichungen mit 
c leu  Anfangsbedingungen. 
t,5 ~-- O~ v~l .  
Setzen wir endlieh: 
so  ergeben sich schliesslich zur Bestimmung der GrSssen /~' and /)t 
d ie  Gleichungen: 
( I )  P,  ---- M(P  + ~") + i2V(~' - -  23 -----iM'(P+ P') + N ' (P - -  P'); 
w i r  haben also je~z~ die Wer~he ~,+i ,  - - /~ ,+ t, v,,,+x, v&+t fiir M,  
~'~r M'~ _N' in die friiher abgeleiteten Ausdriicke einzusetzen. 
Die Werthe der GrSsseu M and N werdeu natfirlieh iiusserst 
complieirt, wenn die Zahl m der Schiehien yon endlicher Dicke keine 
gauz  kleine ist. Wir wollen daher gleich annehmen~ es seien die 
Schiehten unendlich diinn und ihre Anzahl unendlich gross; die Ge- 
summtdicke der Sehiehten sei c; wir haben dann: 
c ---- c, + + . . . .  
Setzen wit nun cl, unendlich klein~ so werden die Gleichungen 
zur  Bestimmung der Gr'6ssen /~j,, v~ and ~'1,~ v'1,: 
/xj, + ,  ~/, i ,  ~ a ch ctg cp'~, . vh,  
~, sincp~, cosep~, (vh + aCz, etgqo~,. /tl,), 
vt~ + 1 -~- , sin r cos *z,+l +2 (P~+t 
wo gese~zt is t :  
sinep sin tpt . sinep~, 2zl ~ 2~ - (9) a- -~2~ a~ -T -  a, ' 
die hnfangsbedingungen bleiben unge~nder~: 
po----1/ Vo-~-O , #o '~0,  Vo'--~l. 
Mi~telst dieser Gleiehungen kann man die Werthe der GrSssen 
_21/, ~r M" and N'  dutch Reihen bestimmen, welche immer convergire~b 
sobald man annimmt, dass die Werthe der Dichtigkeit and der Elasti- 
(~it~t fiir jede der unendlich vielen Schichten zwischen den Werthen 
tier beiden GrSssen ffir das erste and ftir das zweite Medium liegen, 
,and zwar ge]angt man zu diesen Reihen, indem man bei der Bereeh- 
,lung der GrSssen M and N mii~elst der Gleichungen das Resul~a~ 
ameh den Produkten der unendlieh kleinen GrSssen c~, ordne~. Diese 
Produkte diirfen nieht als GrSssen hSherer Ordnung vernaehliissigt 
~erden; dean mi~ der Ordnung des Produktes w~ichst in demselben 
Maasse die Ordnung der unendlieh grossen Anzahl yon Gliederu der 
entsprechenden Form. Es lassen sieh dann die einzelnen Glieder der 
Reihen dutch wiederhol~e Integrale dars~ellen, uud zwar ist for jedes 
folgende Glied die Anzahl der Integra~ionen um zwei vermehrt. 
Dieselben Resultate rh~ilt man jedoch einfacher auf dem folgendert 
Weg% der gleiehzeitig bequemere Mittel fiir die Weiterftihrung der 
Betrachtung liefert. 
Wir setzen: 
z ~c~ + c2-]- c3 +"  9 :+  ch - , ;  
dann kSnnen wir die Ausdriieke 
tl , r , tit,, vl, , tt~, , vl  
betrachten als die Werthe stetiger Functionen von z 
~', cp; It, v, Ix', v" 
ftir den obigen Werth yon z; wenn wir dann welter: 
ch ~- .dz  
setzen, so bezeichnen die Ausdrficke 
e~+l, r ~o,+1~ vh+l ,  ~t'l,+l, v'1,+1 
die Werthe jener Funetionen yon z ftir das Argument z -~-dz .  Wir 
haben ferner die Anfangsbedingungen ffir z m_ 0: 
e '~ ,  q)'--~ ~, /~1,  v~---O, 9"-~0, v'--~l 
und die Endbedingungen ffir z ~--c: 
~ '= ~i, qr /x=M,  v=M' ,  ~'= ~N,  v '=N' .  
Die GrSssen e' und r sind als gegebene Functionen yon z zu 
betrachten; dagegen ftihren die obigen Gleichungen zu dem folgenden 
P System Diffbrentialgleiehungen fiir die Variabeln ~%'v und #, v : 
dt~ ---- - -  a etgcp'v dz, 
d .  ~' sincp' cos ~'v ~ a~' cos2cp'~tdz. 
Setzen wir also sehliesslich: 
:Yt tt'~--- sincp coscp Z~ v '~ sin(pcoscp ~t ~ ZI, ~., ---~ sin cp" cos cp' ~ co~' I72, 
so erhalten wir fiir die GrSssen Z und Y das System Differentialglei- 
ehungen : 
[ dZ  a ) a, =-  ~iJ~' Y, 
(lO) / d~'Y a ~'eos%p' Z.(dz~ 
Und zwar sind die par~iculiiren L5sungen 
Zl, It1 und Z'z, I72 
dieses Systems Differentialgleiehungen vQllstiindig bestimmt dureh die 
Anfangsbedingungen ffir z ~ 0: 
_(11) Z,-----l, Y1=0,  Z~=0 r Y2---~I- 
Wir haben endlich zur Bestimmung der GrSssen 21/, .N, M', 2V" 
die Gleiehungen: 
